"Curso de Mathematica" 1

O Mddulo de Calculo (Kernel)

m AVALIACAO DE EXPRESSOES

O Kernel do Mathematica é o responsavel por todos os calculos, simbélicos ou numéricos, necessa—
rios para reponder a um pedido de avaliacdo do FrontEnd. Por exemplo, se escrevermos uma
expressao ( Sin, Arc Cos e TrigExpand sdo nomes de fun¢oes nativas do Mathematica),

TrigExpand[Sin[x — ArcCos|y]]]

dentro de uma célula de Input, e avaliarmos esta expressdo, todo o trabalho intermédio que
envolve a interpretacdo da célula bem como a consulta de bibliotecas trigonométricas com infor—
macéo das propriedades das fungoes nativas envolvidas para executar o pedido é feito pelo Ker-
nel, que no fim devolve para o FrontEnd o resultado para ser formatado como Qutput numa
nova célula:

-4/ 1 -y2 Cos[x] +y Sin[x]

Todas as células Input e Output visiveis num Notebook podem ser guardadas com o Notebook
onde estdo escritas. Contudo, os calculos do Kernel e as células que forem apagadas ou reescri—
tas perdem-se cada vez que se desliga o Kernel. Por outro lado, numa mesma sessdao do Kernel
é possivel recuperar células de Input e Output que tenham sido apagados ou alterados a um
dado ponto. De facto em cada sessdo do Kernel existe um contador $Line para o nimero de
vezes que este é chamado pelo FrontEnd para calcular uma expresséo.

$Line
2

Pode-se utiliza-lo para reeditar ou reavaliar uma expressdo préviamente submetida, por ex
InString[$Line — 2].

NotebookWrite[SelectedNotebook|[], Cell[BoxData[ToExpression[InString[1]]], "Input"]]

TrigExpand[Sin[x — ArcCos|[y]]]

O PRIMEIRA AVALIACAO

Para comecar a comunicacdo entre o Kernel e o FrontEnd, basta avaliar uma célula de Input.
Isto é feito usando a combinacéo ou Kernel|> Evaluation| » Evaluate Cells| com o cursor

dentro de uma célula de Input ou tendo seleccionado varias células deste tipo.
Se ndo quiser avaliar nada pode-se comecar um Kernel na maquina local usando o seguinte
comando do menu Kernel|» Start Kernel |» LocalKerne1|.

As avaliacoes seguintes serdo feitas com a mesma combinacéo ou com a tecla do
teclado numérico.
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Células de Inicializagao

Ao iniciar a avaliacdo de expressdes num Notebook o Kernel verifica se existem células especiais
designadas de Initialization Cells em qualquer parte do Notebook. Estas células sao células
normais de Input com a propriedade InitializationCell -» True, o que geralmente indica que
sdo definicoes prévias necessarias para o bom funcionamento de outras funcées definidas no
Notebook. As células de initializacio sdo distinguidas por terem um pequeno I adicionado ao
delimitador da célula, e podem ser marcadas/desmarcadas assim seleccionando-as e usando o

menu Ce11|> Cell Properties|» Initialization Cell|.

<< Ut1lities Notation’
<< Braphics’ FilledPlot’

Figura 9

O CICLO DE AVALIACAO

(a) — A variavel $Pre é avaliada antes de cada novo Input.

(b) — A expressao a avaliar € verificada para detectar erros de sintaxe.

(c) — Se passar, a expressao resultante é avaliada pelo Kernel.

(d) — O resultado é processado adicionalmente se a variavel $Post estiver definida.

(e) — A expressao resultante é escrita no FrontEnd como células de Output.

?? $Pre

$Pre is a global variable whose value, if set, is applied to every input expression. More...

$Pre := (Hello[#] &)

"isto é uma expressao"

Hello[isto é uma expressao]

?? $Post

$Post is a global variable whose value, if set, is applied to every output expression. More...

$Post := (Bye[#] &)

Bye[Hello[Null]]

"isto é outra expressao"

Bye[Hello[isto é outra expressiol]]

Clear[$Pre, $Post]
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Hello[Null]

m PALETA - CALCULOS E FUNCOES BASICAS DO MATHEMATICA

Muitas das expressoes matematicas usadas durante uma sessdo no Mathematica, sejam algébri—
cas ou graficas, podem ser introduzidas a partir da paleta intitulada BasicCalculations, que

pode ser aberta com a sequéncia de comandos de menu File | 8 Palettesl » BasicCalculations|. De
inicio é alids um bom auxiliar para garantir a correcta sintaxe e utilizacdo dos comandos.

Plus]a, b] a+b
Subtract|a, b] a-b = Arithmetic and Numbers
Times|a, b] axb ) .
Basic operalioms.

Divide[a, b] a

b E+O0| -0 mxO| =
Minus|a] -a _“
Power][a, b] aP -u m” ",f': ":"':
Sart(a] ;/—a- Mumericalize o machime precision ar 1o
Power[a, Power[b, —1]] Va specified arbitrary precision.

Note que Subtract[a, b] é sempre convertido em Plus[a, —b] Além disso a operacdo Plus tem
atributo Orderless, o que significa também que b —a = Plus[b, —a] é sempre convertido em
—a + b = Plus[-a, b] devido a ordem lexicografica dos simbolos.

Times[a, b], axb e axb sdo sempres convertidos em ab onde o espaco entre a e b também
representa o produto de a e b. A operacdo de produto Times tem igualmente o atributo
Orderless, o que significa que é comutativo e ordena automaticamente os multiplicandos pela
ordem lexicografica,ie.zXa 4d - 4adX.

A operacao Dividela, b] de facto nao existe de 'per se’, e reduz—se a Times[a, Power[b, —1]]. Esta
diferenca é importante de notar porque a expressido Vexpr néo aparece em x/él(_ﬁf embora

pareca existir no denominador. De facto Vexpr = Power[expr, Rational[l, 2]] e
1 - Power[expr, Rational[-1, 2]].

vV expr
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4d

4d

O Mathematica néo faz hipéteses sobre a natureza dos simbolos que encontra. Assim v —a néo é

necessariamente um imaginario, nem / (1 + a)2 sereduzal+a.

Equal[a, b] a==Db
Solve[ax — ¢ == D, x| {{X - ﬂ}}
a
b —-a+b
Solvel{x - y=a, x+y=b}, {x, y}I | {{r > &2,y > =2=}}
NSolve[x?/3 + 2x = 2, x| {{x - 0.631837})
Expand|(a + b)2] aZ +2ab + b2
Factor|x a2 + x2 al ax(a+x)
b d
Together[% + %] ?—;
bc+ad a , c
Apart[——————b 1 | -+
bd+ad b
Cancel[—-—ga@——] 3{5—

A igualdade logica é representada pelo simbolo == obtido a
partir de dois caracteres = seguidos. Um s6 = é reservado
para atribuicdo de valores a simbolos (Set). Assim x == a+y €
uma equagdo, enquanto X = a+y néo o é porque é imediata—
mente substituido pelo valor a+y associado doravante ao
simbolo x.

O resultado de Solve [eqns,vars] €é sempre uma lista de
regras de substituicdo que podem ser usadas para avaliar
expressoes que incluam as variaveis vars em relacdo as

= Algebra

= Bbolving Equations

Enler an equalion of the fonm fs == rhs,
oF solve an equalion of syslem of
equalicoms.

W==0

Solve[m:: 0, O]

Solve[{m== 0, O==0},
fo. o}l
N5olve[m =- 0, O]

=~ Polynomial Manipulation

Expand[m]

Factor[m]

Together[n]
hpart|m]
cancel[n]

:..:.._

quais foram resolvidas as equacoes eqns.
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Simplify[4a® - 12ca + 9 ¢?]

(2a—3c)2

FullSimplify[x(1 + x) Gamma|x]]

Gamma|[2 + x]

dy4a2-8abrdb2

. . 2a-2b+d
Slmphfy[ _— ,a> b] %
2_ 2
FullSimplify| drf4a2-8abrab? b]| 2+-d
a-b a-b
Simplify[\/ x+y)2,{x,y} e Reals] Abs[x +y]
Simplify[\/ x+y)2, x>0Ay> 0] X+y
FunctionExpand[(2 X — x2)a] (2 -x)a x2

Os operadores de simplificacdo de expressoes algébricas
podem incluir um segundo argumento com condicoes a ter
em conta quando se simplifica uma expressdo. Em geral
estas condicoes sdo expressoes booleanas (True ou False)

envolvendo simbolos que aparecem na expressdo
simplificar.

1+ \/5 € Algebraics True

7 € Algebraics False

1+i € Complexes True

1 +ia e Complexes

1 +ia e Complexes

% e Rationals True
1:'3—5 e Reals True
1.5 .

5 e Rationals False
15 e Rationals True
30

5 € Integers True
5. € Integers False

m Uso DE PARENTESIS EM MATHEMATICA

a

=~ Himplification

Simplify lries various manipulalions o
make expressicms smaller.
FullSimplify tries more
manipulalicns, but lakes longer.

Simplify[m]
simplify[m, o]
FullSinplify[u]
FullSawplify[m, o]
FunctionExpand[s]

FunctionExpand[m. o]

The lwo-argument forms of he
sitnplification funclions lake assumplions
m Lhe second argumenl, which can be
formed From the ilems in the fallowing
palelle.

N =0 B <O
W= 0 H=0
W == BADO

m = Complexes

m = Reals
m = Algebraics
m = Rationals

m = Integers

m = Primes

E = Booleans

(termo) Curvos para agrupar termos dentro de expressoes...
(x frase ) Curvos com = paradeclaragcbes e comentarios ...
{al, a2, a3} Chavetas s6 paraListas, Matrizes ou Conjuntos!
flargs] Rectos (1vez)paraargumentos de fungoes ...
expr[[indice]] Rectos (2 vezes) para indices localizando partes de ’ expr .
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Os Paréntesis em Mathematica tém usos diferentes que em C. Os paréntesis curvos ja nao siao

usados para delimitar os argumentos de funcoes f(args), papel desempenhado sempre por parén-
tesis rectos flargs].

f(a, b)
— Syntax::sntxf : "(" cannot be followed by "a, b)".
— f (@, b)

fla, b]

fla, b]

Os paréntesis curvos servem mais para delimitar termos dentro de expressées. O esquecimento
de paréntesis curvos pode ter sérias consequéncias ... Por exemplo, escrevendo:

xN2/3

X2

3

porque a operacdo Power () tem maior precedéncia que a de diviséo. Ja escrevendo :
x"(2/3)

X2/3

Escrevendo em notacdo bidimensional alguns paréntesis deixam de ser necessarios.

X2/3

X2/3

Em de células de Input podem-se incluir comentarios dentro da combinacdo de simbolos

(* ... *), muito a semelhanca do C com a sua forma / =...* /. Estas expressoes ndo sdo avaliadas
pelo Kernel.

As chavetas {} tém também uma funcio especifica, que é a de representar objectos do tipo lista,
como conjuntos, vectores ou matrizes, por ex. {ay, a9, ..., an} = Listlay, a9, ..., ap|

x ={ay, ag, ag}; (x x é um vector com trés componentes x)

norm = V X.X (+ O produto escalar é Dot[x,x]=x.x *)

a? + a2 + a3

A funcao FullForm mostra a representacéo interna de cada expressédo do Mathematica.

FullForm|[x]
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List[Subscript[a, 1], Subscript[a, 2], Subscript[a, 3]]

A funcéao List[] é linear a associativa. E também distributiva para certas operacées mas néo para
outras.

a{ay, ag}+ S {b1, ba}

{da; + Bby, @ag + Sba}

{a1, ag}/{b1, ba}
(=L, 22}

BBy

(a1, ag)P P!

(a1’ 23°)

Log[{az, ag}]

{Log[aj ], Log[az]}

Equal[{a17 a2}; {b]_’ b2 }]
{a1, ag} == {by, by}

Qualquer expressido expr em Mathematica é um aglomerado de simbolos e operagoes. As suas
partes componentes podem ser manipuladas usando a funcédo nativa Part[expr, pos_List] ou
abrevidamente expr[[pos_list]] .

FullForm[Sin[x + z]]
Sin[Plus[x, z]]

A estrutura seguinte mostra explicitamente as posicoes dos diversos elementos que compéem a
expressao Sin[x + z]

Sin[ X + 2z ]
1,1 1,2
0 1

O indice 0 representa a cabeca da expressédo, enquanto que o 1 representa o primeiro (e uinico
neste caso) argumento da cabeca da expressdo. Este primeiro argumento Plus[x, z] = x + z por
sua vez tem dois argumentos 1, 1 e 1, 2 que sdo x e z. Ou seja:
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Sin[x + z][0] - Sin
Sin[x + z][1] > X+2z
Sin[x + z][1,1] - x
Sin[x + z][1, 2] - =z

A parte ’0’ de qualquer ’expr’ é a ’cabeca’ (Head[expr]) da expressao.
x ={aj, ag, ag};
{x[0], Head[x]}
{List, List}

Sendo x = {aj, ag, ag} uma lista simbélica, as operacoes de soma e Sin distribuem-se pelos seus
elementos:

X+Z

{z+a1,z+a2,z+a3}

Sin[x + z]

{Sin[z + a; ], Sin[z + ag], Sin[z + ag]}

{Sin[x + z][0], Head[Sin[x + z]]}
{List, List}

Se a funcéo f[a, b] estiver definida, entao f[a, b][0] = Head[f[a, b]] é a cabeca da expressao
que usamos para definir f[x_, y_].
A cabeca de f[a,b] = a2 — b é assim f[a, b][0] = Head[f[a, b]] = Plus.

Nunca confundir a funcao f[x] com f[[x]]: esta dltima notacdo representa a funcao Part[f, x],
onde f pode ser qualquer expressdo, e x designa um conjunto de indices inteiros especificando
partes de f.

FullForm|[f[z]]

— Part::pspec : Part specification z is neither an integer nor a list of integers.

Part|[f, z]

x[1] (x Part[x,i] = x[1] *)

al

x[{1, 3}] (+ Partes designadas por conjuntos de posi¢oes *)
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{a1, ag}

M={x,x/.a- b} (+ Matrizes sao Listas de Listas (dim=2) %)

{{a1, ag, ag}, {b1, bg, b3}}

MatrixForm[M]
(al ag ag)
by bz bs

MI[O]
M[1]
M[1, 2]

List
{a1, ag, ag}

az

M.{cy, c9, c3} // MatrixForm

(al Cc1 +agco + ag 03)
b1 C1 +b2 C9 +b3 C3
{c1, cg, c3}.M

— Dot::dotsh : Tensors {cy, co, c3}and {{az, as, ag}, {bz, b2, bg}} have incompatible shapes.

{c1, cg2, c3}.{{a1, ag, as}, {b1, bg, b3}}
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Computacao Simbolica

m ATRIBUICAO E SUBSTITUICAO

Alias Funcao Accao

define o simbolo x como sendo expr, o qual
X = expr Set[x, expr] pode ser um nimero ou uma expressio
simbdlica contendo outras variaveis

define x como a expresséo literal de expr

X 1= expr SetDelayed[x, expr] ., . <
s6 avaliando expr quando x é usado
X =. Unset[x] apaga qualquer definicéo associada ao simbolo x.
Clear[x] faz o mesmo que Unset[x] mas deixa Atributos de x
Remove[x] Remove x da lista de simbolos Global.
substitui em sequéncia as ocorrénciasdex, ...
expr /. {x- valy, ...} | ReplaceAll[expr, {x - valy, ...}]

em expr porvaly, ...imediatamente.

substitui repetidamente as ocorrénciasdex, ...

—_

expr //. {x— valyk, ...} | ReplaceRepeated[expr, {x - valy, ...}]

em expr por valy, ... até expr ndo mudar mais.

substitui as ocorréncias de x, ... em expr por
expr /. {x=> valy, ...} | ReplaceAll[expr, {x - valy, ...}] PEP

valy, ... mas s6 quando expr é avaliada

Tabela 6

A atribuicido de “valores” simbdélicos ou numéricos (reais ou complexos) bem como a substituicédo
numa dada expressio de simbolos, sub— expressoes ou padroes por valores simbélicos diferentes
é uma das caracteristicas do processamento do Mathematica. Note—se que enquanto uma atribui—
cao fica registada em memodria durante uma sesséo de trabalho do Kernel, uma substituicdo s6 é
valida para a avaliacdo da expressao a que esta aplicada.

O ATRIBUICAO IMEDIATA DE UMA EXPRESSAO A UM SIMBOLO

X = expr ou Set[x, expr]

A atribuicdo de um nome x a uma expresséao (simbdlica ou numérica) expr é realizado pela fun-
cdo nativa Set[x, expr] ou abreviadamente x = expr. Esta atribuicao é uma associacao Ime-
diata do simbolo x a expressdo expr, sendo que todos os simbolos com valores associados que
entram em expr sdo substituidos pelos seus valores antes de se fazer a atribuicdo. Depois da
atribuicédo imediata ao simbolo x, mudancas nos valores dos simbolos em expr apenas afectam x
se a altura da atribuicdo esses simbolos néo tiverem um valor associado. A operacédo inversa
desta atribuicdo é 6bviamente Unset[x] que limpa qualquer associacdo de valores ou expressoes
com o simbolo x.

a passa a ser um simbolo puro.

a-=.
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b fica associado com =« /2

b=—;
2

b é substituido pelo seu valor associado antes da atribuicao de x.

X = Tan[a2 -b|;
FullDefinition[x]

x = —Cot[a?]

se atribuir um valor a a isso reflecte—-se na avaliagéo final de x

a=um;
X

—COt[JTZ]

A definicdo de x inclui agora o valor associado de a.

FullDefinition[x]
x = —Cot[a?]
a=n

Como b ja ndo entra na definicdo de x, altera—lo agora nao afecta x.

b=—;
4

X

—Cot[7r2 ]

FullDefinition[x]

x = —Cot[a?]

O ATRIBUICAO RETARDADA DE UMA EXPRESSAO A UM SIMBOLO

X = expr ou SetDelayed[x , expr]

SetDelayed[x, expr] ou x:=expr é a forma de fazer uma atribuicio Retardada, i.e. uma
atribuicdo a x duma expressdo expr cujos simbolos s6 sdo avaliados quando se invoca x. Isto
permite manter a forma da expressao independente das defini¢ées dos seus simbolos a altura da
atribuicédo. Por outro lado, de cada vez que x é invocado, expr é processada de novo, mesmo que
nao tenha havido qualquer mudanca nos valores dos seus simbolos, 0 que se torna oneroso espe—
cialmente em ciclos repetitivos.
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a-=.
j— ﬂ .
=3
X 1= Tan[a2 -b];
FullDefinition[x]
x := Tan[a? - b]
_ Tt
b=32

Agora x é sensivel a mudancas nas associacoes de a e de b.

a=r;
b= l;
4
X
—Tan[i——ﬂz]

As novas associacfes de a e b fazem agora parte da definicdo de x

FullDefinition[x]
x := Tan[a? - b]
a=n

_
D=

Limpa todas as associacdes aos simbolos x, a e b.

Clear[x, a, b]

O SUBSTITUICAO IMEDIATA DE UM SIMBOLO OU MODELO DE EXPRESSAO

expr /.x »val, ou ReplaceAll[expr, x — valy ]

Para alterar o valor de um simbolo ou sub-expressido x numa expressdo expr existe a funcéao
ReplaceAll[expr, x - valor] ou expr /. x»valor. Note que o valor de x néo é alterado, ape—
nas a sua ocorréncia em expr o é! Esta substituicido é imediata, mas para no primeiro nivel da
expressdo. Para obter uma substituicio de x a todos os niveis de expr use
ReplaceAll[expr, x — valor, Infinity].

O simbolo a é substituido por y

Tan[a2] [.a—-y

Tan[y2 ]
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O simbolo a ndo foi permanentemente alterado.

a

a

Se y for uma expressao, também é imediatamente substituida.

y =1 +b)?%;
Tan[a2] [.a->y
Tan|(1 +b)4]

A expressao (1+b) é substituida por £ no resultado anterior.

%/.(1+b)->¢
Tan[{4]

Note a precedéncia de ReplaceAll em relacdo a Set, e a sua alteracdo usando paréntesis. No
caso de v a atribuicédo é feita antes da substituicéao.

u={x1,X3}/. x>z
(V=1{x1,X2}) /. x>z

{Z]_, Z2}

{z1, 22}

1

Print["u:”’ u’ "\n", "V: Y’ V]

u={z1, 29}
v={X1, X2}

Para além de simbolos e expressoes, Rule[x, valor] ou RuleDelayed[x, valor] aceitam mode—
los para x. Estes modelos sdo expressoes envolvendo o simbolo _ ou Blank[], que representa
qualquer expressiao do Mathematica, na forma z_ (modelo designado z) ou z_h (modelo desig—
nado z para expressoes de cabeca h). Por exemplo x; representa o modelo para expressoes do
tipo Subscript[x, ...], onde o indice pode ser qualquer e_xpresséo.

s
3
axjcomi=1eaxg comi=2, pelo que estes sdo substituidos em v pelas respectivas expressoes

Sin[i + %], onde a foi préviamente substituido pelo seu valor.

No seguinte exemplo v é a lista {x1, X9}, a tem o valor <. Na tdltima linha o molde x; ajusta-se

V= {X19 X2}7
a=n/3;
v/.x; — Sin[i+ a]

{Sin[1 + %], Sin[2 + %]}
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O SUBSTITUICAO RETARDADA DE UM SIMBOLO OU MODELO DE EXPRESSAO

expr /. x =»valy, ou ReplaceAll[expr, x = valy ]

E possivel fazer atribuicdes de valor a simbolos ou expressdes x e que se efectivam apenas
durante a avaliacdo duma expressdo de Input. Rule[x, valor] ou x - valor indica que x é o
mesmo que valor para efeitos da avaliacdo da expressao de Input em que aparece apenas. (Use
—> ou [est] — > [est) para produzir — ) Nesta atribuicdo, valor é avaliado antes de se substituir a x.

a=nm/3;
Rule[x, Sin[¢ + a]]

xa&ﬂ%+ﬂ

A atribuicdo eventual retartada RuleDelayed|[x, valor] ou x :» valor s6 difere da anterior no
facto de valor ser avaliado apenas depois de se substituir a x. (Use :> ou [et] :> [est| para produzir

=)

a=n/3;
RuleDelayed[x, Sin[¢ + a]]

x > Sin[£ + a]

Na expressao seguinte, HoldForm[expr] mantém expr sem a avaliar. A substituicdo eventual
de simbolos em expr é feita de acordo com as regras, (como se pode ver ligando o Tracer do ciclo
de avaliacdo com o comando On[]), dando resultados diferentes conforme a substituicido é ime—
diata ou retardada.

u = {z1, z2};

On[ReplaceAll]

HoldForm[xb] /. x - uf[1]

— ReplaceAll::trace : xP /. x> ul[l] ——> xP /. x> 2.
— ReplaceAll::trace : xP x>z ——> zll’.

i

HoldForm[Xb] /. x> u[l]

— ReplaceAll::trace : xP /. x> ull] ——> xP /. x > ul[l].

— ReplaceAll::trace : xP /. x> ull] ——> u[[]]}b.

uf1]P

OffT]
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O SUBSTITUICAO ITERATIVA DE UM SIMBOLO OU MODELO DE EXPRESSAO

expr //.{x — valy,y —valy, ...} ou ReplaceRepeated[expr, {x — valy,y - valy, ...}]

Numa lista de regras de substituicdo pode existir referéncia a um simbolo substituivel que apa-
rece noutro lugar da lista de substituicbes. Com ReplaceAll essa lista é percorrida uma vez
apenas, enquanto que com ReplaceRepeated[expr, {x - valy, y - valy, ...}] a lista de substi-

tuicoes é percorrida até a expressdo ndo mudar mais. Cuidado com esta forma porque pode origi—
nar ciclos infinitos.

X+y/ {X-oy,y->x+a}

X+a+y

X+y//. x>y ¥ Xx+al

a+2y

m CONJUNTOS, LISTAS E MATRIZES

O LisT

Listas (ing. List) sédo coleccoes ou conjuntos de objectos com indices que podem ser unidimensio—
nais (um s6 indice) ou multidimensionais (sequéncias de indices, quando os seus elementos inclui—
rem por sua vez objectos do tipo List). Quaisquer simbolos ou expressoes separadas por virgulas
(i.e. uma Sequence) dentro de chavetas {a, b, ...} formam uma lista.

(a) — Os elementos de uma lista list sdao referenciados pelo operador Partl[list, iy, ig, ...] (alias
list[ig, i2, ...]) ou Extract[list, positions].

a,

{a, {b,
{a, {
{a, {
{a, {

(b) = O numero de elementos no primeiro nivel de uma lista é dado pelo operador
Length[list], o nimero de niveis (contando com 0) é dado pelo operador Depth[list] e as
dimensdes duma lista por Dimensions|list]

Length[{a, {b, c}}] =
Depth({a, Hb} H]:=
1)nnen$onSH{ b}, {c, d}, {e, f}}] = {3, 2}

(c) - Join, Union, Intersection e Complement sio operadores sobre conjuntos
representados por listas.
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a={x,u, z};

b =({x,y, z};

Join[a, b] = {x, u, z, X, y, z}
(Union[a, b]=alJb)=={u, x, y, z}
(Intersection[a, b] =a () b) == {x, z}
Complement[a, b] = {u}

(d) — O operador Flatten[list] produz uma lista unidimensional de todos os elementos de list.
Flatten[list, n] subtrai n ao namero de niveis da lista. Em contrapartida o operador
Partition[list, n] incrementa o nimero de niveis dividindo o primeiro nivel da lista em
conjuntos de n elementos. Se Length[list] ndo é divisivel por n é possivel usar
PadRight[list, m, ""] para adicionar elementos vazios em numero suficiente para néo
cortar elementos de list.

Flatten[{a, {{b}, c}}] == {a, b, c}
Flatten[{a, {{b}, c}}, 1] = {a, {b}, c}
Flatten[{a, {{b}, c}}, 2] = {a, b, ¢}

Partition[{aa b7 ¢, d’ e}, 2] == {{a, b}, {c, d}}
Partition[PadRight[{a, b, c, d, e}, 6, "], 2] = {{a, b}, {c, d}, {e, ""}}

(e) — Os operadores Sort[list], Reverse[list], RotateLeft[list, n] e RotateRight|[list, n]
reordenam os elementos de list.

Sort[{b, d, ¢, a}] == {a, b, ¢, d}
Reversel[{b, d, c, a}] =={a, ¢, d, b}
RotateLeft[{b, d, c, a}, 2] == {c, a, b, d}
RotateRight[{b, d, c, a}, 3] =={d, c, a, b}

(f) — Os operadores Drop[list, n], Append]list, elements] ou Prepend[list, elements] e
Insert[list, elements] alteram listas.

Drop[{a7 {b, C}, d}, _1] = {a, {b7 C}}
Append|[{a, {b, c}, d}, {e, f, g}] == {a, {b, c}, d, {e, f, g}}
(Insert[{a, {b, c}, d}, s[e, f, gl, {2, 2}] /. s » Sequence) == {a, {b, e, f, g, c}, d}

(g) - Os operadores Cases|[list, pattern], Select[list, criteria] e Pick|[list, truthpattern]
escolhem os elementos de list que verificam determinados padrdes ou critérios.

Cases|{a, c, e, d, f, b}, z_ /; OrderedQ|{z, d}]] == {a, ¢, d, b}
Select[{a, c, e, d, f, b}, OrderedQ[{#1, d}] &] == {a, c, d, b}
Pick[{a, c, e, d, f, b}, {True, False, True, True, False, False}] == {a, e, d}

O RANGE
A funcéo Range gera uma lista unidimensional.
Range[10]

{1,2,3,4,5,6,7,8,9, 10}
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Range[-10, 10]

{-10, -9, -8, -7, -6, -5, -4, -3, -2,-1,0,1, 2, 3,4,5,6, 7, 8, 9, 10}

Rangel0, 27, /4]

{07 ZT-_’ -71_7 37T77T7 57T’ 37(’ 77T,27T}
4 2 4 4 2 4
?? Range
Range[imax]| generates the list {1, 2, ... , imax}.
Range[imin, imax]| generates the list {imin, ... , imax}.

Range[imin, imax, di] uses step di. More...

Attributes[Range] = {Listable, Protected}

O TABLE E ARRAY

As funcoes nativas Table e Array geram listas com dimensdes variadas. A diferenca é que
Table usa indices explicitos i, j, ... para referenciar cada dimensao na sua definicdo, enquanto

Array usa indices implicitos #1, #2, ...

?? Table

Table[expr, {i, imin, imax}] starts with i = imin.
Table[expr, {i, imin, imax, di}] uses steps di.

The list associated with i is outermost. More...

Table[expr, {imax}] generates a list of imax copies of expr.

Table[expr, {i, imax}]| generates a list of the values of expr when i runs from 1 to imax.
[ {
[ {

Table[expr, {i, imin, imax}, {j, jmin, jmax}, ... | gives a nested list.

Attributes[Table] = {HoldAll, Protected}

TableForm[Table[ai,j, {i, 3}, {3, 21

a1 a2
ag 1 ag o
as 1 as2

TableForm[Array[ag 4o &, {3, 2}]]

a1 a2
as 1 ag o
as,1 asgo

?? Array
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Array[f, n] generates a list of length n, with elements f[i]. Array[f, {n1, n2, ...}] generates
an nl by n2 by ... array of nested lists, with elements f[il, i2, ...].
More...

1=1; Array[If[#1==#2,i++, 0] &, {3, 3}] // MatrixForm
100
020
0 0 3

Matrizes sdo simplesmente listas bi—-dimensionais, i.e. uma lista cujos elementos sao outras
listas. Cuidado que o primeiro indice referencia linhas e n&ao colunas ! Note-se o uso de
MatrixForm para ver a matriz como é tradicional.

MatrixForm[Array["”::lci(ﬁﬁga [[ﬁ%]] &, {3, 2}]]

coluna [1] coluna [2]
linha [1] linha [1]

coluna [1] coluna [2]
linha [2] linha [2]

coluna [1] coluna [2]
linha [3] linha [3]

MatrixForm[Array[lc[#1, #2] &, {3, 2}]] = Array[lc[#1, #2] &, {3, 2}]

Ic[1, 1] 1c[1, 2]
le[2, 1] le[2, 2] | = {{lc[1, 1], lc[1, 2]}, {Ic[2, 1], 1c[2, 2]}, {lc[3, 1], lc[3, 2]}
Ic[3, 1] 1c[3, 2]

<< Statistics‘DataManipulation’

% |/ Column[#, 1] & // MatrixForm

coluna [1]
linha [1]

coluna [1]
linha [2]

coluna [1]
linha [3]

» VARIAVEIS-MODELO E EXPRESSOES CONFORMES A UM MODELO.

A variavel-modelo _ ou Blank[] faz o papel de substituto para qualquer objecto simbdélico ou
numérico do Mathematica mas numa sequéncia de objectos _ identifica—se com um s6. Para
designar uma sequéncia qualquer de objectos existe a variavel-modelo __ (dois _ seguidos) ou
BlankSequencel], e para designar uma sequéncia eventualmente vazia de objectos dispomos de
__ (trés _ seguidos) ou BlankNullSequence[]. A funcdo nativa MatchQ[expr, modelo] mostra
se uma expressao se conforma ao modelo ou nio.
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205 =2+EAxA2
MatchQ|2 @Xz , _| - True

MatchQ[2 ¢*", _«_| - False
MatchQ[2 ¢*, _«Power[__]] > True
MatchQ[ , ] - True
MatchQ|2 ¢*”, Times[___]| - True

As variaveis—modelo do género Blank podem restringir o seu campo de accédo declarando o tipo
de operacdo que pretendem imitar. Assim _Plus ou Blank[Plus] apenas se identifica com
somas, _Times com produtos, etc.

MatchQ[b2, _Power| - True

MatchQ[%, Times| - True

MatchQ[a + b —;—, _Plus| - True

MatchQ[a +b? + g—, _Plus + _Power] - True

MatchQ[a +b? + %, _Plus + _Times] - True

MatchQ|a + b2 + %, _Plus + __Power + _Times| > True
MatchQ[a +b2+ %, _Plus + Power + _Times] — False

Note que Plus ou Times implicitamente envolvem dois ou mais argumentos, por isso
a+b?+ 5 (a+ )+b2 (a+b?)+ %*c pode ser representado por _Plus+ _Power ou por
_Plus + _Times, mas nio por _Plus + _Power + _Times.

(a) - Uma expressdo—modelo (ing. Pattern) é qualquer expressiao envolvendo uma ou mais
variaveis—modelo. Em geral é tutil dar—lhe um nome, por isso z_ ou Pattern|z, Blank[]]
representa uma expressdo—-modelo com o nome z A variavel-modelo z_Plus ou
Pattern[z,Blank[Plus]] tem o nome z durante os testes e representa qualquer expresséo
do tipo Plus.

MatchQ[a + b, z_] — True
MatchQ[a + b, z_Plus] — True
MatchQ[(a + b)2, z_Plus] — False
MatchQ[(a + b)z, z_Power] — True
MatchQ[ b 5, z_Plus™ | — True

(b) - Uma wutilizacdo frequente de expressdes—modelo envolve a substituicdo por outras
expressoes de partes duma expressido que sejam conformes ao modelo. Por exemplo a
expressao modelo {a_, b_} ajusta-se a {x, y} mas nao a {x, y, z}.

fl{x, y}, {x, y, 2}l /. {a_, b_} - {b, a}
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flly, x}, %, y, z}]

b +c.a /. z_/; MatchQ[Head[z], Dot] > z[2]

a+b

ca+b/. (z_Dot?#[1] =c &)) > 2

2+Db

(c) = O modelo patt?test é uma forma de seleccionar elementos y de expressdes expr que
além de verificarem MatchQ|y, patt] == True, também verificam test[y] == True.

x2 - Sin[y] /. _Sin?#[1] =y &) - 1

~1+x2

Head[Sin[y][1]] == Symbol

True

m ESTRUTURAS CONDICIONAIS E TESTES

Estruturas condicionais sdo expressées que incluem operadores que usam testes para definir o
resultado final. Por exemplo, para manipular expressoes é necessario frequentemente aplicar
operadores a partes da expressao que passem determinados testes. As funcoes nativas do Mathe—
matica que seleccionam e operam em partes de uma expressao usam frequentemente estas estru—
turas condicionais. Sao exemplos frequentes as funcdes como Cases, Position, Select que
procuram dentro de uma expressao todas as ocorréncias de uma sub-expressido que se conforme
a um molde dado. Outra utilizacdo frequente é na definicdo do dominio de aplicacdo de uma
funcéo, impondo condi¢des nos argumentos desta que sdo testados na altura da avaliacao e deter—
minam qual das varias defini¢cdes da funcdo se deve aplicar (i.e. aquela que testar True nas
condicdes sobre os argumentos). Por exemplo a seguinte funcido tem um valor x +y dentro do
circulo de raio unitario no plano e zero fora.

f[x_, y_] := Condition|x +y, 2 +y2 < 1|
flx ,y ]1:=0

Plot3DI[f[x, y], {x, =2, 2}, {y, —2, 2}, PlotPoints - 90,
Mesh — False, ViewPoint —» 5 {1, — 1, 1}, AxesLabel - {x, y, f}];
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As funcgoes nativas mais comuns que usam estruturas condicionais sdo os operadores:

(a) — Cases[expr, pattern] da as ocorréncias de sub—expressoes de expr que sejam da forma
de pattern.

(b) — Position[expr, pattern] da as posicoes de sub—expressoes de expr que sejam da forma
de pattern.

Cases[x + f[z, y] + g[x], _[__1]

{flz, yl, glxI}

MatchQ[#, [ ]] & /@ (List @@ (x + f[z, y]))

{False, True}

Position[x2 + 1|z, y3], _f]
Position[xz +f [z, y3], _Power]
2

Position[x” + f]z, y3], z]

(c) - If [test, value_if _true, value_if _false (, value_if _undecided)] da o resultado
correspondente ao valor do test ser True, False ou Indeterminado. Este ultimo
argumento é opcional.

(d) - Switch [expr, patty, valy, pattg, valg, ...] d4 o primeiro dos valores val; para o
qual se verifica que MatchQ[expr, patt;] = True

1
SWitch[z3, x_2, Vx, x_Power, y?]

y1/3
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(e) - Which [testy, val;, testg, valg, ...] da o primeiro val; para o qual test; == True
Which[2 > 3, ah, 3 > 2, b]

b

Uma lista de testes disponiveis para as diversas estruturas nativas do Mathematica pode
obter—se enumerando todos os casos de simbolos terminados em Q.

Cases[Names|["+"], z_ /; StringMatchQ]z, "+@Q"]]

ArgumentCountQ InverseEllipticNomeQ | MemberQ StringFreeQ
ArrayQ LegendreQ NameQ StringMatchQ
AtomQ LetterQ NumberQ StringQ
DigitQ LinkConnectedQ NumericQ SyntaxQ
EllipticNomeQ LinkReadyQ 0ddQ TensorQ
EvenQ ListQ OptionQ TrueQ
ExactNumberQ LowerCaseQ OrderedQ UnsameQ
FreeQ MachineNumberQ PartitionsQ UpperCaseQ
InexactNumberQ MatchLocalNameQ PolynomialQ ValueQ
IntegerQ MatchQ PrimeQ VectorQ
IntervalMemberQ MatrixQ SameQ

A forma destas estruturas condicionais varia conforme se trate de:

(a) — comparagdo com expressoes booleanas estaticas (por exemplo Equal (=), SameQ (=) e
respectivas negacoes Unequal (#), UnsameQ (#) ) ou em geral qualquer funcéo cujo
resultado seja True ou False.

Select|f [x3, y, l], (Head[#] == Power) &|
y

1
f[x3, =
", ]

(b) — comparacées com modelos de expressdo patt condicionados a um teste test na forma
patt /; test (ou Condition[patt, test])

Cases|(x, x2, l}, z_ /; Not[FreeQ|z, Power]]]
X

(2, )

FullForm[ l]
X

Power|[x, —1]
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(c) — ou comparacoes via patt?test (ou PatternTest[patt, test] ) com modelos de expressao
patt construidos a partir do modelo elementar _ ou Blank[].

1
Cases| — +x +x2, z_? AtomQ]
X

{x}

NumberQ[#] & /e {r, Nix], 3, %, oo, i}

{False, True, True, True, False, True}
4 .
Cases|{r, N[x], 3, kel i}, z_?NumberQ|

{3.14159, 3, i, i}
5

NumericQ[#] & /@ {x, N[x], 3, %, oo, i}

{True, True, True, True, False, True}
4 . )
Cases|{r, N[r], 3, 57 > i}, z_?NumericQ)]

(r, 3.14159, 3, =, i
5

(d) - Finalmente, comparacoes directas entre expressées expr e modelos patt através de
testes do tipo MatchQ[expr, patt]. Para strings deve usar-se antes StringMatchQ e

" A\l

modelos envolvendo * (zero ou mais carateres) ou "@" (um ou mais caracteres excluindo
maiusculas).

MatchQ[#, _%| & /e {x, X2, l}
X

{False, True, False}

Cases|{x, x?, }-}, z_/; MatchQ[z, _*]
X
(x*)

m CICLOS
Os ciclos sdo controlados por operadores Do, For, While, Break e Continue.
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?Do

Dolexpr, {imax}] evaluates expr imax times.

x=1;
Do[Print[x = x/2.], {8}];

0.5

0.25

0.125
0.0625
0.03125
0.015625
0.0078125
0.00390625

Dolexpr, {i, imax}] evaluates expr with the variable i successively taking on the values 1
through imax (in steps of 1).

Do[Print[xi], {1, 3}]

X
X2

<3

Dolexpr, {i, imin, imax}] starts withi = imin.

Do[Print[f[i]], {i, 2, 4}]

f[2]
f[3]
f[4]

Dolexpr, {i, imin, imax, di}] uses steps di.

Dolexpr, {i, imin, imax}, {j, jmin, jmax}, ... ] evaluates expr looping over different values of
J, etc. for each i.
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matriz = {};
Do[AppendTo[matriz, a; ;], {i, 0, 2}, {j, 1, 3}];
Print[matriz]

{a0,17 a9,2, 49,3, 41,1, 41,2, 41,3, 421, 422, 82,3}

?For

For[start, test, incr, body] executes start, then repeatedly evaluates body and incr until
test fails to give True.

Clear|x, f];
1
For[j=1,j=< 4, j++, Print[# == (#/. x > 2.)] &@Nest| — &, x, j|]
+
1
=0.5
1+x
1
— = 0.666667
1+ —
1+x
1 == 0.6
1+ 11 .
1+m
1
7 == 0.625
1+ T
1+ 1
+ 1+x
? While

While[test, body] evaluates test, then body, repetitively, until test first fails to give True.

?Break

Break| | exits the nearest enclosing Do, For or While.
More...

? Continue

Continue[ ] exits to the nearest enclosing Do, For or While in a procedural program.
More...
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Funcdes enMathematica

m DEFINICAO DE FUNCAO

O conceito de funcdo no Mathematica é mais geral que apenas o de funcdo numérica com argu-—
mentos numeéricos reais ou complexos. De facto no Mathematica podem-se definir funcées ou
operadores com argumentos quaisquer, sejam expressoes ou segmentos de texto (ing. Strings)
ou mesmo graficos e células de Notebooks.

m Os argumentos de funcoes sdo especificados entre paréntesis rectos [...].

m As funcgoes nativas do MATHEMATICA comecam sempre por uma letra Maitdscula.

m A potenciacéo é representada pelo simbolo *, o produto por * e adivisdopor/: a~b, axb,a/b
= Um espaco entre dois simbolos ou nimeros é interpretado como um produto: a*b=ab

= A forma normal de representar poténcias e divisdes é bidimensional: a”rb = aP; a/b = %
» E admissivel usar notacéo bidimensional na defini¢éo de fungdes.

» Nimeros em notacéo cientifica podem ser usados: 0. 025 ou2. 510" -2 ou2.510~2

m O simbolo E estareservado como a base do niimeros neperianosE = ¢ = 2.71828

m O simboloI esta reservado como o complexo puro unitariol =i =+v-1

m O simbolo 7 esta reservado como o irracional 7 = Pi = 3.14159

A sintaxe de definicdo e invocacdo de funcées é bastante simples mas requer algum cuidado
dada a flexibilidade do Mathematica fazer atribuigoes imediatas ou retardadas as proprias expres—
soes que definem as funcoes.

Em geral f[x;, X3, ...] representa uma funcao f definida pelo utilizador, e que depende de varia—
veis X1, X2, .... Normalmente pretende—se que estas variaveis s6 sejam substituidas por valo-
res na altura da invocacao da funcéo, por exemplo f[x, a, ...], por isso na altura da definicéo de f
as variaveis xj, X2, ... devem ser substituidas por Padroées (ing. Patterns) que sdo simbolos
quaisquer seguidos de um ou mais caracteres de sublinhado _ (designado Blank[]), ou seja
x1_, x2_, ....

Por exemplo, na definicdo f[x_,y_]= Tanh[x3 + )%] os padrdes x_, y_ representam os argu-

mentos 1 e 2 de f, expressoes arbitrarias a que se da o nome x, y para efeitos da definicéo de f.
Qualquer valor introduzido como 1° argumento de f substitui x na definicdo, e o 2° argumento
substitui y.

A
_ 3
flx ,y_|= Tanh[x + y—2]
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A
3
Tanh[x =P y—2]

Esta definicéo é associada globalmente ao simbolo f.

?f

d obal ‘ f

flx_ ,y_|= Tanh[x3 + y%]

Com esta definicéo,

fla, b]

Tanh[a3 + b%]

Os argumentos x e y de f podem ser qualquer expressido do Mathematica, incluindo texto.

f["hello", "bye"]

Tanh[hello3 + b:;2 ]

f[Coslx], é]
N =«

—Tanh[1 — 7]

A avaliagdo numérica explicita pode ser invocada com o operador N.

N[f[Coslx], \/g ]

0.972778

A declaracao do tipo de argumento também é facultativa, ja que a representacido interna das
expressoes do Mathematica determina a partida o seu tipo através do operador Head. O opera-—
dor FullForm da explicitamente a representacédo unidimensional da expresséo enviada para
avaliacao pelo Kernel.
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8 N ol B B

_?NumberQ

FullForm[4]
FullForm[4.]

4
FullForm §]

[
[
|
FullForm|r]
FullForm|[
FullForm[—
FullForm]|i]
FullForm[4 + 21]
FullForm[a + 2]

[

[

[

[

[

[

[

|

oo]

oo]

FullForm["4+2 I"]

FullForm[a?]

FullForm[a?]
FullForm|[x1 ]

FullForm[x

|
|

FullForm[x

FullForm

—_— W W

o M= M

FullForm

FullForm|z_]
FullForm[x__]

FullForm[x_? NumberQ]

Head[4]
Head[4.]
Head[%]
Head|
Head]
Head[-
Head]i]
Head[4 + 21]
Head[a + 21]

[

[

[

[

[

[

[

[

(=]

7]

oo]

Q—a

oo]

Q.4

Head["4+2 I"]

Head[a?] // TableForm
Head[a?]
]

(=}

Head
Head
Head

Head

X

X

|
|

X

—_— =W =W

oMH Mo

Head

Head[z_]
Head[x__]
Head[x_?NumberQ]
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4 4 Integer
4, 4° Real
% Rational[4, 3] Rational
n Pi Symbol
o0 DirectedInfinity[1] DirectedInfinity
—00 DirectedInfinity[—1] DirectedInfinity
i Complex[0, 1] Complex
4+2i Complex[4, 2] Complex
2i+a Plus[Complex[0, 2], a] Plus
4+21 "4+2 1" String
a2 Power|a, 2] Power
a2 Superscript|a, 2] Superscript
X1 Subscript[x, 1] Subscript
x? Power[Subscript[x, 1], 3] Power
X? Subsuperscript[x, 1, 3] Subsuperscript
X Overscript[x, a] Overscript
)i( Underoverscript[x, ¢, 1] Underoverscript
Z_ Pattern|z, Blank][]] Pattern
X__ Pattern[x, BlankSequence[]] Pattern
x_?NumberQ PatternTest[Pattern[x, Blank[]], NumberQ] PatternTest

Note que algumas expressoes bi—dimensionais sdo idénticas mas tém avaliacées diferentes:
usando HoldForm para evitar a formatacdo automatica do Output em notacdo StandardForm
bi—dimensional, pode-se ver que Superscript e Power téem formatacoes iguais, mas resulta-
dos distintos.

(FullForm[Superscript[4, 2]] == Superscript[4, 2]) #
(HoldForm[StandardForm[Power[4, 2]]] == Power[4, 2])

(Superscript[4, 2] = 42 ) # (42 == 16)

» OPERADORES E FUNCOES SIMBOLICAS

Eis alguns aliases para operadores, padroes e funcoes nativas do Mathematica .

alias = (Alias[]) /. System‘Private‘ValueList :> List;

reverserules = Map[#1[[{2, 1}]] &, alias, 1]/. (z_:>y_) - ({z, y});

sortedalias = (GridBox[#,
RowLines —> True, ColumnLines —> True, ColumnAlignments —> Left,
GridFrame —> True] & /@ Partition[Sort[reverserules], 21]) // DisplayForm
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AddTo | += Less | < Rule | —>
Alternatives | | LessEqual | <= RuleDelayed | :>
And | && List | {} SameQ | ===
Apply | ee Map | /@ Set | =
Blank | _ MapAll | //@ SetDelayed | :=
BlankNullSequence | ___ MessageName | : Slot | #
BlankSequence | __ NonCommutativeMultiply | = SlotSequence | ##
CompoundExpression | ; Optional | _ String | "
Condition | /; Or ||| StringJoin | <>
Decrement | - Out | % Subtract | -
Divide |/ Part|[ | SubtractFrom | —=
DivideBy | /= PatternTest | ? TagSet | /:
Dot | . Plus | + Times | =
Equal | == Power | " TimesBy | =
Factorial2 | !! Put | >> UnAlias | :: =
Function | & PutAppend | >>> Unequal | =
Get | << Repeated | .. UnsameQ | =!=
Greater | > RepeatedNull | ... Unset | =
GreaterEqual | >= ReplaceAll | /. UpSet | =
Increment | ++ ReplaceRepeated | //. UpSetDelayed | *:

Tabela 7

» FUNCOES MATEMATICAS COMUNS

As funcdes matematicas mais comuns estido definidas no Mathematica e podem ser invocadas
usando o nome usualmente convencionado a comecar por uma maiuscula. A seguinte tabela
mostra alguns exemplos, juntamente com algumas notagdoes bi—-dimensionais que o FrontEnd
entende e traduz automaticamente

Sqgrt[ x| | raiz quadrada ( Vx )
Exp| x| | exponencial e*
Log| x| | logaritmo neperianolog, x

Log[b, x]

logaritmo de base b logy, x

Sin[x],

Cos[x], Tan|x]

funcées trigonométricas (argumentos em radianos)

AreSin[x], ArcCos[x], ArcTan|x]

funcées trigonométricas inversas

n ! | factorial (produto deinteiros 1,2,...,n)
Abs[x] |valor absoluto
Round| x| |inteiro mais préximode x
Mod[n, m] |n modulo m (resto da divisdo inteira de n por m)
Random]| | | numero pseudo—random entre 0 e 1
Max|x, vy, ...|, Min[x, y, ...| | maximum, minimumde x, y, ...
FactorInteger|n| | factores primosden

Para além destas muitas outras existem que podem ser invocadas directamente ou apés carregar
um moédulo auxiliar (Package) apropriado. Com base nestas fun¢des nativas o utilizador pode
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construir as suas proéprias funcées com valores reais, complexos, vectoriais ou tensoriais, simbdli—
cos ou de texto.

Sin[x] é uma funcéo 'nativa’ com um argumento x, que pode ser qualquer expressdo do Mathema-—
tica. A menos que a funcédo tenha regras explicitas para isso, a avaliacdo s6 da um resultado
numérico explicito se o argumento for um ndmero real néo racional, ou se o solicitarmos explicita—
mente usando o operador Nexpr]

Sin[ - |
Sin[ - |
Sin[% 71]

zV26+Y®)

3.
Sin| —
inf =]
0.564642

3
N|[Sin| —
[sinf 2

0.564642

m FORMAS ALTERNATIVAS DE ESCREVER FUNCOES

No Mathematica é possivel escrever de varias maneiras equivalentes a aplicacdo de uma funcéo
com designacéo (ing. Head) f aos seus argumentos. Note que

Prefix[f[expr]] — @ expr Sin@x Sin[x]
Postfix[f[expr]] — expr//f x // Sin Sin[x]
Infix[g[x_, y_], 0] — x0y X.y Dot[x, y]
Apply[f, expr] — @@ expr f @@ {x, y} f[x, yl
Maplf, expr] — f{/@ expr f/e{x, y} {fIx1, flyl}
ReplaceAll[expr, Head[expr] » f] < expr/. Head[expr] - f |x+y /. Plus - f | f[x, y]

Uma dltima forma é fazer Sin[2+xy]/.z_Times—>f, o que da Sin[2+f[x,y]], porque
Head[x y] -» Times, por isso xy verifica o modelo: z_Times (z_h expressdo de nome z com ’cabeca’
h - ver pag. 572) A expressdo xy é substituida por isso pela expresséo f[x y]. E necessario muito
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cuidado com esta forma de aplicar funcées, porque as substituices podem acontecer onde néo se

pretende.

Por exemplo:
Sin[xy — 2] /. z_Times = (f @@ z)

f[-1, Sin[2 - x y]]

Sin[xy — 2] // FullForm

Times[—1, Sin[Plus[2, Times[-1, x, y]]]]

Uma maneira de resolver isto é saber de anteméao o 'modelo’ da expressiao ’x y’ e substituir entéao

por f

Sin[xy — 2] /. Times[-1, a_Symbol, b_Symbol] :» (—f[a, b])

—Sin[2 - f[x, ylI

Se f[x, y] ja se definiu anteriormente, para ver todas as defini¢ées associadas a f, usa-se ?f (ou

Definition|[f]).

Se f[x, y] envolvesse expressoes que foram também definidas pelo utilizador, entdao ?? f

(ou

FullDefinition[f]) mostra as definicées de todas as expressdes que entram directa ou indirecta—

mente na definicdo de f.
Definition|[f]

flx_, y_] = Tanh[x3 + y%]

X = 3; y = a; z =b;

FullDefinition|[f]

flx_,y_]= Tanh[x3 + y%]

M
Il
(O}

y=a

Funcgées com varios argumentos f[varl, var2, ...] podem-se escrever com regras semelhantes,

tendo em conta que varl, var2, ... é uma sequéncia de expressoes e ndo uma expressao so.

f @ Sequence[x, y]

f[x, yl
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fee {x, y} (xusando’ Apply’ sobre uma listax)
flx, yl

fe{x, y} (xnéo funciona assimsx)

fl{x, yil

f @ Sequence[x, y]

f[x, yl

fe{x, y} /. List :» Sequence (xcuidado com esta formas)

f[x, yl

fe{x, {y, x}} /. List :» Sequence

flx, y, x|

(smasx) fee {x, {y, x}}

fix, {y, x}]

m FUNCOES PURAS

def & e Function[{x, vy, ...}, def]

Em muitos casos torna—se desnessario dar um nome a uma funcéo.( Por exemplo, quando a usa
apenas uma vez ou s6 temporariamente para simplificar ou esclarecer um calculo.) Para isso o
Mathematica disponibiliza funcées puras.

s def & define uma funcéo pura que toma valores assim que se aplicar a uma sequéncia de
valores para as variaveis através de def &[vars]. Os argumentos da funcdo sédo referidos na
definicao def por #1 (ou sé #), #2, etc. conforme a sua posicdo sequencial.

(#2% - #1) &[a, b]

_a+b?

(Sin[#1]° &)[a +b]

Sin[a + b]?

(#1117 &)e(a+b)
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{{a, a}, {g, s}, {c, s}} // (GridBox[#, ColumnLines — True] &)

GridBox[{{a, a}, {g, s}, {c, s}}, ColumnLines - True]

% /| DisplayForm
ala
gls
cl|s

» Function[x, def] define uma funcdo pura com uma variavel referida por x, que é substitu-
ido pelo valor valy quando a funcéo é avaliada com Function[x, def][valy].

A derivacédo seguinte ndao da o resultado esperado porque a substituicdo nédo é feita: usando
FullForm vé-se porqué.

Ox fIx] /. fIx] » Vx2 + 1

% /| FullForm
f'[x]
Derivative[1][f][x]

A substituicéo de f por uma funcéo pura permite concluir o calculo da derivada.

oxflx] /. f - Function[{x}, Vx2+ 1]
X

V1+x2
f'[x]

= Function[{xy, x9, ...}, def] define uma funcfo pura com varidveis miiltiplas referidas suces-
sivamente por X1, Xg, ... que sdo substituidas pelos valores valy,, valy,, ... quando a funcéo é
avaliada com Function[{xy, xg, ...}, def] [valXl , valg,, o]

2

f = Function|{x, y}, x* - y|;

fla, b]
a2 - b

Note que Attributes[Function] = {HoldAll, Protected}, ou seja nada dentro de Function é
avaliado ou simplificado na altura da sua definicdo. Os simbolos xi, X9, ... que aparecem no
primeiro argumento, e quaisquer simbolos que aparecam adicionalmente em def no segundo
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argumento, sdo estritamente locais em Function, s6 sendo avaliados na altura da invocacéo da
funcéo

a=m;

2

f= Function[{x, y}, X2 — ay]

f[X, Y]

2

Function[{x, y}, X% — ay]

X2 7Y

= ATRIBUTOS E PROPRIEDADES DE FUNCOES

O comportamento das funcoes nativas do Mathematica (e das funcoes definidas pelo utilizador
que as usam) relativamente aos seus argumentos é controlado por atributos que podem ser opcio—
nalmente alterados (desde que a funcédo néo tenha o atributo Locked).

A maioria destes atributos diz respeito ao comportamento da funcido relativamente aos seus
argumentos: Plus e Times sdo 6bviamente funcées de maultiplos argumentos para as quais a
ordem destes é irrelevante (x +y =y +x e Xy = yX), e portanto tém o atributo Orderless. Qual-
quer das operacdes mateméticas vulgares é igualmente Listable ({a, b, c}® = {a?, b?, ™} ou
V{a, b, ¢} ={Va, Vb, Vc}), enquanto que as operacdes légicas como And e Or tém atributos
HoldHall. Para determinar os atributos de uma funcéao basta fazer

Attributes[Plus]

{Flat, Listable, NumericFunction, Oneldentity, Orderless, Protected}

Attributes[Times]

{Flat, Listable, NumericFunction, Oneldentity, Orderless, Protected}

Attributes[Sin]

{Listable, NumericFunction, Protected}

Para alterar alguns destes atributos usa-se ClearAttributes[function, {attr{, attrg ...}] para
eliminar atributos ou SetAttributes[function, {attry, attrg ...}] para adicionar. Por exemplo, o
atributo Orderless de Plus verifica

b+a==a+b
True

Fazendo Plus ndo—comutativo nos seus argumentos significa que b + a ja ndo é necessariamente
o mesmo que a + b. (Obviamente é desejavel repor a propriedade comutativa de Plus para o nor—
mal funcionamento.)
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Unprotect[Plus];

ClearAttributes[Plus, Orderless]

b+a==a+b

SetAttributes[Plus, Orderless]

Protect[Plus];

b+a==a+b

Orderl ess

Fl at

Onel dentity

Li st abl e

Const ant
Nuner i cFuncti on
Pr ot ect ed
Locked
ReadPr ot ect ed
Hol dFi r st

Hol dRest

Hol dAl |

Hol dAI | Conpl et e
NHol dFi r st

NHol dRest

NHol dAl |
SequenceHol d
Tenpor ary

St ub

orderless, commutative function (arguments are sorted into standard order)

flat, associative function (arguments are “flattened out”)

f[f[a]], etc. are equivalent to a for pattern matching

f is automatically threaded over lists that appear as arguments (f[{a, b}] becomes {f[a], f[b]})
all derivatives of f are zero

f is assumed to have a numerical value when its arguments are numeric quantities
values of f cannot be changed

attributes of f cannot be changed

values of f cannot be read

the first argument of f is not evaluated

all but the first argument of f is not evaluated

none of the arguments of f are evaluated

the arguments of f are treated as completely inert

the first argument of f is not affected by N

all but the first argument of f is not affected by N

none of the arguments of f are affected by N

Sequence objects appearing in the arguments of f are not flattened out

f is a local variable, removed when no longer used

Needs is automatically called if f is ever explicitly input

The Mathematica Book: sect. 2.6.3

O seguinte cédigo mostra exemplos de fung¢bées nativas que tém um dos atributos da lista de
cima. Use—a para perceber a utilidade dos atributos em geral.

withAttr[attr_] := Select[Names["+"], MemberQ[Attributes[#], attr] &] // TableForm

withAttr[Orderless]
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ArithmeticGeometricMean
DiracDelta
DiscreteDelta
GCD
KroneckerDelta
LCM

Max

Min
Multinomial
Plus

Times

UnitStep

Xor

Quase todas as funcoes nativas do Mathematica tém o atributo Protected, mas alteracoes as
suas defini¢oes ainda se podem fazer usando Unprotect[], ao contrario da funcées nativas com
atributo Locked, que nao podem ser alteradas.

Um exemplo de funcio protegida é a funcao trigonométrica nativa tangente Tan[x]. A expansao
trigonométrica TrigExpand de Tan[x + y] dda um resultado que pode nédo ser o mais pretendido,
sendo necessario realizar uma série de operacoes para atingir a forma requerida:

TrigExpand[Tan[x + y]]

Cosly] Sin[x] + Cos[x] Sin[y]
Cos[x] Cos[y] — Sin[x] Sin|[y]

% /. Sin[z_] » tan[z] Cos[z] (x Note que se escreveu tan[z] e ndo Tan[z]. Porqué? *)

Cos[x] Cos[y] tan[x] + Cos[x] Cos[y] tan[y]
Cos[x] Cos[y] — Cos[x] Cos[y] tan[x] tan[y]

% /| Simplify

tan[x] + tan[y]

1 - tan[x] tan[y]

% |.tan > Tan

Tan[x] + Tanly]
1 — Tan[x] Tanly]

A funcao Tan pode ter alguma vantagem em ser alterada da seguinte forma:
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Unprotect|Tan];
T T
Tan[x_+y_]:= anfx| + Tanly]
1 — Tan[x] Tanly]
Protect[Tan];

Agora tem—-se automaticamente

Tan[a + F]

Tan[a] + Tan[ b ]

C

1 -Tan|a] Tan[%]

m ARGUMENTOS FACULTATIVOS E OPCOES EM FUNCOES

Para definir uma funcéo que depende de algum parametro que tipicamente toma um valor pré-
definido, mas que eventualmente gostariamos de alterar, é possivel usar o modelo z_:zval para
adicionar um argumento facultativo, com um valor zval quando omisso, na atribuicdo
flx1_, x2_, ..., xn_, z_:zval] := def. Nesta forma, uma avaliacao envolvendo
f[xy, X9, ..., Xp] é equivalente a invocar f[xy, X9, ..., Xn, zval].

Uma forma alternativa de especificar valores pré—definidos para argumentos de f é através da
funcao Default[f, k] := kval onde kval indica o valor do k—ésimo argumento quando omisso de
f, sempre que a forma zk_. é usada nessa posi¢do para indicar que esse argumento é facultativo,
ie. f[xq, ..., zk_.] :=def

$Line = 0;

ClearAll[f, x]

flx_, n_:1] := Tan[x + n]

fly]

Tan[1 + y]
fly, 1] = fly]
True

fly, 2]
Tan[2 + y]
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ClearAll[f];
Default[f, 2] = 3;
Default[f, 3] = 1;

f[X_, Z_., n_.] =] Tan[x +n+ E]
Z

7f

d obal * f

f[X_, Z_., n_.] = Tan[x +n+ %]

f /: Default[f, 2] = 3

f /: Default[f, 3] =1

fly, x]

Tan[l + x + y]
X

fly, x, s]

n
Tan(s + ot y]

Muitas fun¢oes nativas admitem argumentos facultativos em forma de Rule[option, value] ou
option —» value, que permitem passar pardmetros que alteram o comportamento tipico da fun—
cao. Os casos mais frequentes de utilizacdo prendem—-se com as opc¢oes de funcoes graficas (como
Plot ou Plot3D) que ajustam o numero de pontos de amostragem ou o dominio de valores
expostos.

Q B Q
Vr-ql.r—-ql) V(r-q2).c —q2)

Vir_,ql_, q2_]:=

PIOtSD[V[{X7 y}, {_17 0}, {17 O}] / Q - 27 {X, _37 3},
ly, —3, 3}, PlotPoints — 150, ClipFill - None, Mesh — False];
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m FUNCOES DEFINIDAS POR MODULOS

As funcées nativas Block[{vars}, expry; exprg; ...] e Module[{vars}, expry; exprg; ...]
permitem dar um nome a um grupo de defini¢des expry; exprg; ... que juntamente consti-
tuem uma rotina que deve ser executada quando se invoca esse nome. O resultado é o Output
da ultima expressao avaliada na rotina.

As variaveis vars sdo em ambos os casos locais (i.e. ndo sdo afectadas nem afectam definigcoes
exteriores de simbolos com o mesmo nome). A diferenca entre Block e Module consiste apenas
em que a primeira guarda os valores de variaveis globais que tenham o mesmo nome que as suas
variaveis locais, e depois de terminada a rotina volta a restaurar os valores dessas variaveis
globais, enquanto que Module trabalha com varidveis novas vars$nnn diferentes cada vez que
Module é invocado, nédo se dando assim ao trabalho de gerir conflitos de nomes.

X =2; (* x tem um valor global )

fly_]:= Block[{t, X},

Z=Yy;
Print[llt:ll, t, " ll, HX:II’ X, " H, "Z:", Z];
t= y2]
fla] (+* Dentro de Block, x ndo tem valor; t:y2 é local =)

t=t X=X zZ=a

(* Globalmente apenas z mudou de valorx)

Print[llt:H’ t, " ll, ”X:”, X, n H’ "Z:”’ Z]

t=t x=2 z=a
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fly_]:= Module[{t, X},

z=y;
Print[”t:"’ t’ " ”’ "X:”, X’ \l ", ”Z:", Z];
t=y°];

fla] (+ Em Module novos simbolos substituem x e tx)

t=t$347 x=x$347 z=a

Print["t=", t, " "
"t$" <> ToString[$ModuleNumber — 1] <> "=",
"t$" <> ToString[$ModuleNumber — 1] // ToExpression, " "

" " " " " "

X:’X? ) Z_’z]

t=t t$15=t$15 x=2 z=a

Graficos, Animacao e Som

O Mathematica dispoe de capacidades graficas para gerar graficos de funcées a 2D e 3D, de
densidade e de curvas de nivel, bem como graficos de listas discretas de valores. Pode-se ainda
fazer animacao de sequéncias de graficos. Os graficos sao gerados num cédigo .APS semelhante a
Encapsulated PostScript mas mais compacto. A vantagem deste cédigo é que é redimensionavel
sem perca de qualidade (ao contrario dos graficos de tipo Bitmap que tém uma resolucéo fixa e
denotam pixelizacdo se aumentados). A desvantagem é ser pouco compacto e ter de ser interpre—
tado para a sua apresentacéo (ing. rendering) o que se pode tornar pesado em termos de tempo
e recursos de processador. O menu Cell | » ConvertTo| » Bitmap| converte qualquer célula selec—

cionada num grafico de tipo Bitmap, o que aplicado as células graficas representa uma reducéo
muito significativa no tamanho final do Notebook para efeitos de armazenamento.

= GRAPHICS E SHOW

A funcao Graphics é usada para envolver um conjunto de instrucoes de desenho bi—dimensional
designadas Primitivas Graficas. (Para desenho a 3D usar-se-ia a funcdo Graphics3D com
primitivas semelhantes mas agora com coordenadas tri—dimensionais...) As seguintes primitivas
graficas sdo validas para o desenho 2D (ha mais...)

Point[{x, y}] ponto na posicao {x, y}

Line[{{x1, y1}, -..}] linha definida por lista de posicoes {x;, y;}
Circle[{x, y}, r] circunferéncia de raior e centro {x, y}
Disk[{x, y}, r] circulo cheio de raior e centro {x, y}
Polygon[{ {x1, y1}, ...}] poligono cheio de vértices {x;, y;}
Text[expr, {x, y}] texto centrado em {x, y}

PostScript[ "string" | c6digo Postscript dado por string
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A maneira de visualizar uma expressdo do tipo Graphics ou Graphics3D é usando a funcéo
Show][ {graphics}, options]. A funcido Show permite combinar uma lista de graficos num sé,
criando uma sequéncia de opcoes escolhidas de entre as opc¢des dos graficos que se quer mostrar
juntos.

Internamente os graficos sdo armazenados como qualquer outra expressao simbdélica do Mathema—
tica, por isso podem ser referidos posteriormente por um nome que se lhe associe (existe sempre o
de Out[n], onde n é namero da expressido de Input que gerou o grafico). Uma vez gerado, um
grafico pode ser apresentado outra vez em qualquer altura numa sessio (sem necessidade de
re—avaliar a expressdo que lhe deu origem), s6 ou em sobreposicdo com outros graficos usando o
comando Show[{graphy, graph,, ...}, options].

Embora haja varios tipos de graficos gerados por diversos comandos do Mathematica, por exem—
plo Graphics, GraphicsArray, ContourGraphics, DensityGraphics, SurfaceGraphics, todos
podem ser convertidos ao tipo Graphics ou Graphics3D conforme sejam 2D ou 3 D.

Note-se que as células de tipo grafico sdo distintas das células de tipo Output, as quais sio
inscritas no Notebook apds as respectivas células de graficos. A interpretacéo e apresentacdo de
graficos num Notebook (ing. rendering) é uma tarefa do FrontEnd enquanto ao Kernel compete
calcular os elementos graficos que envia para o FrontEnd. Para graficos complexos é frequente
ver o FrontEnd comecar a apresentar o grafico enquanto o Kernel ainda se encontra a enviar
dados deste para o FrontEnd.

Os comandos graficos do Mathematica podem-se classificar em dois tipos gerais:

(a) — Aqueles que desenham pontos (Point[coords]), linhas (Line[{ptl, pt2, ...}]), poligonos
(Polygon[{ptl, pt2, ...}]), texto (Text[expr, coords]) e outras primitivas graficas
dadas explicitamente pelo utilizador ou geradas por cédigo. Sdo da forma geral
Graphics[{primitivas}, opcoes] ou Graphics3D[{primitivas}, opcoes]. (consulte

Help|> Help Browser|>|Graphics Primitives| para uma lista completa) Para ver estes

graficos (e de facto para ver quaisquer objectos graficos) tem que se usar o comando
Show|Graphics[{primitivas}, opcoes de Graphics], opcoes de Show]|.

pt; =10, 0};
pts = {2, -1}

gr0 = Show[Graphics[{
Red, Line[{pt;, pty, Pt3}l,
Blue, PointSize[.03], Point[pt, ], Point[pt, ], Point[pts],
Black, Text["P1", pty, {-2, 1}], Text['Py", pty, {0, —2}], Text["P3", pt3, {2, 0}],

Green, Disk[% pty, .2],

Yellow, Polygon[{{2, 0} + pt{, 1/2pty, 1/2pt3, {2, 0} + pt;}]
}, PlotRange - {{-1, 3}, {-2, 3}}],
AspectRatio - 5/4, Frame - True|
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(b) — Aqueles que representam o comportamento de uma ou mais funcoes dependentes de
variaveis com valores em intervalos finitos, continuos ou discretos. A sua sintaxe é
sempre na forma de plotfunction[{funcéesde x}, {X, ming, maxy}, op¢cdes] ou ainda
plotfunction3D[{func¢bes de x ey}, {x, miny , maxy}, {y, miny, maxy}, op¢des] onde x e y
sdo simbolos arbitrarios. Para funcoes discretas dadas por listas ou matrizes de valores
usa-se plotlist[list, opcoes] ou plotarray[array, opcoes].

O nome das funcgoes plotfunction, plotfunction3D, plotlist ou plotarray pode ser um de
entre os comandos nativos:

Plot ListPlot

Plot3D ListPlot3D

ParametricPlot

ParametricPlot3D

DensityPlot ListDensityPlot ArrayPlot

ContourPlot ListContourPlot

ou definido por um dos médulos graficos adicionais que estendem ou definem novas funcionalida—
des graficas deste tipo, como por exemplo 0s moédu-
los:

Graphics‘Graphics* Graphics‘Graphics3D¢ Graphics‘InequalityGraphics*
Graphics‘FilledPlot* Graphics‘ContourPlot3D¢ Graphics‘ImplicitPlot
Graphics‘MultipleListPlot‘ Graphics‘PlotField* Graphics‘PlotField3D¢

O EPILOG

Mais uma vez estes tipos de graficos podem ser sobrepostos usando Show desde que sejam da
mesma dimensionalidade (2D ou 3 D), mas em qualquer caso é sempre possivel especificar primi-
tivas graficas num grafico de tipo (b) usando a opcao Epilog — {lista de primitivas graficas 2 D}
que desenha sobre a janela bidimensional do grafico 2D ou 3D (ou
Prolog — {lista de primitivas graficas 2 D} que fica subjacente ao grafico).
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A desvantagem da opcdo Epilog (ou Prolog) é que pode nao ser preservada quando o grafico em
questdo é sobreposto a outros com a funcdo Show([{graph,, graph,, ...}, options]. De facto Show
nédo pode respeitar simultaneamente todas as opcoes dos varios graficos, pelo que em caso de
conflito usa as op¢des do primeiro grafico da lista {graph;, graph,, ...} que as especifica, ou usa
opgoes que forem declaradas explicitamente na options de Show.

grl = Plot[Sin[x], {x, -2 x, 27}, PlotLabel - "graph;", Frame — True, PlotStyle — Blue,
Epilog — {Text["Sin[x]", {r, 0.8}]}, DisplayFunction — Identity];

gr2 = Plot[Cos[x], {x, -, }, PlotLabel - "graph,", Frame — False, PlotStyle - Red,
Epilog — {Text["Cos[x]", {-n/2, 0.8}]}, DisplayFunction — Identity];

Show[{grl, gr2}, DisplayFunction —» $DisplayFunction,

3
AspectRatio —» o PlotLabel — "graph; e graphz"];
n

3
Show[{ng, grl}, DisplayFunction —» $DisplayFunction, AspectRatio - 4—],
n

3
Show[{grl, gr0, gr2}, DisplayFunction — $DisplayFunction, AspectRatio — 4—],
T

graph, & graph,

[

=
H 1 o oL ea

- -4 -2 1] 2 4 E
Note que a linguagem PostScript ndo suporta transparéncias, pelo que é necessario recorrer a
sobreposicoes de elementos graficos pela ordem correcta para garantir a sua visibilidade. De
facto a caracteristica de ter um canal alpha para descricdo de cores é uma propriedade de descri-
coes Bitmap de imagens, enquanto o PostScript é uma descricao vectorial das imagens ( podendo
contudo conter imagens Bitmap inseridas no cédigo).
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altura
comprimento

equidimensionalidade dos intervalos na horizontal e na vertical. S6 assim se consegue que o
disco néo fique distorcido.

Nos comandos anteriores a op¢do AspectRatio — é estipulada de forma a garantir a

Embora existam fung¢des para alterar o estilo do texto em graficos, os comandos Text reflectem
as alteracoes a propriedades do texto inserido como String no seu primeiro argumento. Note que
todos os graficos usam a variavel de sistema $DefaultFont para o tipo de letra de qualquer texto
que  néo esteja  explicitamente  formatado com  outro estilo. Em  geral
$DefaultFont = {" Courier ", 10} designado o nome e tamanho do tipo de letra (ing. Font) usado
por norma nos graficos. Esta variavel pode ser alterada para outro tipo e tamanho, por exemplo
$DefaultFont = {" Times — Bold ", 9}.

0 A OPCAO DISPLAYFUNCTION

De todas as opcoes graficas existe uma designada DisplayFunction que permite controlar para
onde é encaminhado o resultado grafico. As possibilidades séo:

DisplayFunction - ( Display[{"stdout"}, #1] &) grafico é mostrado no FrontEnd

DisplayFunction — Identity grafico é gerado mas nao é mostrado

DisplayFunction — ( Display["channel", #, "fmt"] &) graficoéreencaminhado para "channel"
no formato "fmt"

A varidvel de sistema $DisplayFunction armazena informacio sobre o canal para que deve
enviar o resultado de célculos de graficos. Por norma $DisplayFunction envia os resultados
graficos para $Display = {" stdout "} num formato que o FrontEnd sabe interpretar, mas é possi-—
vel modificar $DisplayFunction para enviar os graficos para outros destinos, em particular
documentos graficos noutro formato ou comandos exteriores.

A opcédo DisplayFunction — Identity garante que o FrontEnd ndo desenha o grafico embora o
Kernel o tenha gerado. Quando se pretender vizualizar estes graficos com Show é necessario
explicitar a opc¢do DisplayFunction —» > $DisplayFunction, onde a varidvel de sistema
$DisplayFunction = Display[$Display, #1] & representa a funcdo que normalmente redirecciona
os elementos graficos para o FrontEnd (onde $Display = {" stdout "}).

0 MANUSEAMENTO DE CELULA GRAFICAS

Os graficos do Mathematica siao redimensionaveis usando a moldura que aparece a sua volta
quando sdo seleccionados (i.e. quando se pressiona o cursor sobre o grafico). Nessa moldura ha
oito pontos (nos cantos e no meio das arestas) em cima dos quais o cursor muda de forma, indi—
cando o tipo de redimensionamento que proporcionam. A vantagem de ter os graficos descritos
numa linguagem vectorial é que o redimensionamento da imagem n&o afecta a resolugdo, ao
contrario do que acontece numa imagem do tipo Bitmap.
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Figura 10

O SHOWI[GRAPHICS] E SHOW[GRAPHICSARRAY]

O Mathematica pode ainda importar imagens de documentos externos usando o comando
Import[" file", Type] convertendo—os automaticamente em objectos do tipo Graphics, onde
" file" representa uma imagem do tipo Type reconhecivel pelo Mathematica.

O comando Show|[GraphicsArray[matriz de graficos]] permite combinar e apresentar uma matriz
de m x n graficos num quadro de m linhas e n colunas numa sé célula grafica.

gl = Import["01-10-05_1452.jpg", "JPEG"];
g2 = Import["01-10-05_1453.jpg", "JPEG"];
Show[GraphicsArray[{gl, g2}, Frame — True]]

- GraphicsArray -

Por exemplo, a seguinte instrucédo usa uma expressio Graphics para gerar uma lista de linhas e

discos dependentes dum parametro que se faz variar de 0 a 2 7 em passos de 1”—0:

Show]|{Graphics|{Line[{{0, 0}, {Cos[#], Sin[#]}}], {Hue[#], Disk[{Cos[#], Sin[#]}, 13—0 }

Text[Ceiling[%], {Cos[#], Sin[#]}]}, AspectRatio - 1| & /@ Range[0, 27, .17]}];
n
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10 20

Outras funcoes como DensityPlot e ContourPlot que criam expressoes de tipo DensityGraphics e
ContourGraphics podem-se combinar com Graphics em Show.

DensityPlot[Sin[4 x — 1] Cos[2y x], {x, —3, 3}, {y, —3, 3},
Mesh — False, PlotPoints —» 100, PlotRange — {—0.9, 0.9}]

i

- DensityGraphics -

ContourPlot[Sin[4 x — 1] Cos[2y x], {x, —3, 3}, {y, —3, 3}, PlotPoints —» 100, PlotRange — {—0.9, 0.9}]
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e

- ContourGraphics -

De forma semelhante se pode usar Graphics3D com o seu conjunto de primitivas graficas préprio:

Point[{x, y, z}] ponto na posicao cartesiana {x, y, z}
Line[{{x1, y1, 21}, -...]] linha unindo posicdes cartesianas {x;, yj, z;}
Polygon[{ {x1, y1, z1}, -...}] poligono cheio com vértices {x;, y;, z;}
Text[expr, {x, y, z}] Expresséo escrita na posicaoindicada

No exemplo seguinte juntamos o SurfaceGraphics anteriormente gerado com o nome gr23 e um
Graphics3D contendo apenas texto e linhas.

Show[{gr23, Graphics3D[{Text["Texto Aqui", {0, 0, —10}, Background —» Hue[.3]], Hue[1],
Line[{{0, 1, —10}, {0, 1, 10}}], Line[{{-2, 1, 5}, {2, 1, 5}}], Line[{{0, 0, 5}, {0, 2, 5}}1}1},
DisplayFunction - $DisplayFunction]
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- Graphics3D -

Com alguma experiéncia é possivel construir diferentes elementos graficos separadamente e
junta-los num grafico final, como no exemplo seguinte de um objecto Graphics3D. A vantagem
desta abordagem é que a correccdo dos elementos graficos mais complexos pode ser feita separada—
mente.
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m FUNCOES QUE GERAM GRAFICOS 2D
Plot

Plot[f[x], {X, Xmin, Xmax}, opcoes] é o comando basico para gerar graficos de funcoes escalares
reais f[x], com X € [Xmin, Xmax] onde x pode ser qualquer simbolo e onde opc¢des é uma sequéncia
ou lista (possivelmente nula) de regras propr — valor separadas por virgula. O conjunto de
opgoes disponiveis para Plot pode ser obtido executando o comando Options[Plot]. As op¢des em
geral sdo todas omitidas, e apenas as que forem explicitamente especificadas alteram a respec—
tiva propriedade para o grafico em questao.

Options[Plot] // Partition[#, 15] & // Transpose // TableForm
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AspectRatio —» m FrameStyle - Automatic
Axes —» Automatic FrameTicks —» Automatic
AxesLabel - None GridLines - None
AxesOrigin —» Automatic ImageSize —» Automatic
AxesStyle -» Automatic MaxBend - 10.
Background - Automatic PlotDivision — 30.
ColorOutput - Automatic PlotLabel - None
Compiled —» True PlotPoints — 25
DefaultColor » Automatic PlotRange — Automatic
DefaultFont » $DefaultFont PlotRegion - Automatic
DisplayFunction :» $DisplayFunction PlotStyle - Automatic
Epilog - {} Prolog - {}

FormatType :» $FormatType RotateLabel - True
Frame — False TextStyle :» $TextStyle
FrameLabel —» None Ticks —» Automatic

O utilizador pode modificar explicitamente uma ou mais destas regras alterando o valor de cada
propriedade, mas enquanto alguns valores como o de PlotPoints — 25 tém significado evidente, ja
outras como as que usam o valor Automatic devem ser alteradas com conhecimento do formato
adequado. Use o Help Browser ... para obter informacéo sobre os formatos admitidos para cada
propriedade.

Se pretender uma alteragdo mais permanente de alguma opcdo de Plot, deve usar o comando
SetOptions[Plot, propriedade — valor| que se mantera valido para todos os posteriores comandos
Plot durante toda a sessdo do Kernel até ser outra vez alterado. Por exemplo
SetOptions[Plot, PlotPoints —» 50] altera a resolucdo de todos os comandos Plot posteriores
para dividirem o seu dominio em pelo menos 50 pontos.

Uma forma de memorizar estas alteracées para outras sessoes de trabalho no mesmo Notebook
consiste em catalogar de Imitialization Cell as células onde as alteracées pretendidas sao
escritas.

O resultado de Plot é um objecto do tipo Graphics[lines, options] que pode ser atribuido a um
simbolo para futura utilizacéo.

gr = Plot[Sin[x], {x, -2, 2n},

2
AspectRatio — e Frame - True, AxesLabel - {"0", "y},

n
FrameLabel - {"Legenda inferior", "Leg. esquerda\n", None, None},
FrameStyle — {{Red}, {Blue}, {Green}, {Yellow}},

FrameTicks - {{# g, # %, .02} & /@ Range[—4, 4], Automatic, None, None} ,

GridLines - {{# —, {Hue[Abs@#/4.]}} & /@ Range[-4, 4], Range[-1, 1, .5]} |

T
9 ’
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Plot gera uma expressao de tipo Graphics, e por isso € possivel sobrepor graficos de fungdes em
dominios diferentes fazendo diferentes atribuicdes gr[i] = Plot[f;[x], {x, ...}] e mostrando-os

juntos com Show[{gr[1], ..., gr[n]}]. Se os dominios forem comuns, e se em vez de f[x] estiver
uma lista de funcdes reais {fj[x], fo[x], ...}, todas dependentes do parametro x, a funcio
Plot[ {f7[x], fo[x], ...}, {X, Xnjn» Xmax]}] sobrepde os graficos das diferentes funcdes f;j[x] no

mesmo dominio {X, Xip > Xmax/-
$DefaultFont = {"Helvetica", 10};

Plot[{Sin[x], Cos[3 x], Cos[3 x] + Sin[x]}, {x, -2 7, 27},
PlotStyle — {Red, Blue, {Thickness[0.01‘], Black}},
Frame — True,
PlotLabel —» Cos[3 x] + Sin[x],
AxesLabel - {x, None},
FrameLabel —» {Espaco, Amplitude}

15

Cos[3 x] + Sin[x]

Amplitude

0 2 4 6
Espaco

O OPCOES DE PLOT

Os seguintes graficos mostram o efeito de usar diferentes opcoes em Plot, evidenciadas pelo texto
de fundo amarelo.
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O codigo para gerar este conjunto de graficos esta aqui.

» PLOT3D

Com Plot3D o grafico de uma funcéao real de dois parametros pode ser visto, sendo o resultado
uma expressio de cabeca SurfaceGraphics. Ao contrario de Plot, esta ndo pode mostrar varias

funcées ao mesmo tempo, mas € possivel combinar varios SurfaceGraphics num sé usando
Show|{ lista de graficos}, opgoes]

gr2 = Plot3D[x4 - y4, {x, -2, 2}, {y, 0, 2}, PlotPoints — 60, DisplayFunction —» Identity];

gr3 = P10t3D[ - (x4 - y4), {x, -2, 2}, {y, 0, 2}, PlotPoints —» 60, DisplayFunction —» Identity] ;
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gr23 = Show[{gr2, gr3}, DisplayFunction - $DisplayFunction];

=» PARAMETRICPLOT E PARAMETRICPLOT3D

Para obter graficos de representacoes paramétricas de curvas e superficies podem—-se usar as
funcoes nativas ParametricPlot e ParametricPlot3D.

#
ParametricPlot|{Sin[6], Cos[6 6 + 7/6]}, {6, 0, 30 7},
PlotPoints - 60, PlotRange — {{-1, 1}, {-1, 1}}] & /@ Range[60];

gr0 = ParametricPlot3D[{Sin[y] Cos[x], Sin[x] Sin[y], Cos[x]},

{x, 0, 2Pi}, {y, 0, 2 Pi},

BoxRatios - {1, 1, 1},

DisplayFunction — Identity, PlotPoints — 60];
grl = ParametricPlot3DI[.5 {Sin[y] Cos[x], Sin[x] Sin[y], Cos[y]},

{X7 07 27T}7 {y7 07 7T}>

BoxRatios - {1, 1, 1},

DisplayFunction — Identity, PlotPoints — 60];

Show[{grl /. Polygon|[z_] > {EdgeForm[], Polygon[z]},
gr0 /. Polygon[z_] :» Polygon[z + .43 (Reverse[z] — z) + (RotateRight[Reverse[z], 2] — z) 0]},
DisplayFunction — $DisplayFunction];
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m LISTPLOT E LISTPLOT3D

A representacdo grafica de conjuntos discretos também é possivel usando as func¢ées ListPlot e
ListPlot3D
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henon[n_, m_, a_]:= BlOCk[{},

Xmin = —4; Xmax = 4;
Ymin = -3.; Ymax = 3.;
points = {}; OVF = 1019;
a=Cos[2.ma]; b = Sin[2. 7 a];
For[k =0, k <m, k++, X, = Random([];
Vo = Random|[]; AppendTo[points, Hue[Random[]]];
For[j:O, j<n, j++, x1:ax0+byo+bxo2; y1:—bxo+ay0+ax02;
If[x12 < OVF && y12 < OVF, Xo = X1} Yo =V1;

AppendTo[points, Point[{x1, y1}], Break]

henon|28, 34, .245104]

Show|[Graphics[{PointSize[0.006], points}], AspectRatio — 1]

pts = Cases[points, z_Point] /. z_Point > z[1];

ListPlot[pts, PlotJoined — False, PlotRange —» Automatic,
PlotStyle — {PointSize[0.003]}, AspectRatio — 1];
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m ANIMACAO DE GRAFICOS

A forma mais rapida de fazer animacées é gerar os "frames", i.e. uma sequéncia de graficos
>

(tendo o cuidado de especificar a opcdo PlotRange — {rangex, rangey, rangez} igual para todos)

e, depois de seleccionar o conjunto de células graficas, wusar o menu

Ce11| — Animate Selected Graphics | Para fazer tudo isto duma vez s6 é necessario escrever os

frames da animacdo num grupo fechado de células donde apenas a primeira € visivel, seleccionar
o conjunto e dar a ordem de animacédo usando SelectionAnimate.

O ESCREVER CELULAS CRIANDO UM GRUPO FECHADO

Como é que se escreve um grupo de células fechado? O comando CellGroup-
Datal{celll,cell2,...},Closed] permite escrever num Notebook um conjunto de células agrupa—
das com a primeira apenas visivel.

A seguir use DisplayFunction para especificar o que fazer com as strings de Postscript geradas
pelo Mathematica . Neste caso, basta acumular estas strings numa lista de células do tipo Cell[-
GraphicsData['"PostScript", display_stringl,"Graphics'l] para depois escrever todos os
frames da animacao num grupo fechado de células no SelectedNotebookK[].

O comando SelectionMove para o grupo de células que acabaram de ser geradas dentro de um
CellGroup garante que todas os frames da animacédo ficam seleccionados. Finalmente, use o
SelectionAnimate[] para animar o que esta seleccionado.
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nb = SelectedNotebook[];
celllist = {};

Table[

ParametricPlot[{Sin[x — 3t], Cos[3x — 15t]}, {x, 0, 27},
AspectRatio —» 72 /272, DisplayFunction —» (AppendTo[celllist,
Cell[ GraphicsData["PostScript", DisplayString[#]],
"Graphics", ImageSize — {272, 72}]] &)],
(60, 55 1)
379
NotebookWrite[nb, Cell[CellGroupDatacelllist, Closed]]];
SelectionMove[nb, Previous, CellGroup];
SelectionAnimate[nb, 4, AnimationDisplayTime — .3];
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Uma outra opcdo envolve escrever os sucessivos "frames" de uma animacdo numa célula do
actual Notebook de trabalho (cuja referéncia é nb = EvaluationNotebook[] ) referenciada por
uma propriedade CellTags -» meutag. Esta célula pode ser criada usando a funcdo nativa
CellPrint, e cada "frame" é para la redireccionado usando uma expressido adequada para a
DisplayFunction.

Module[{nb = EvaluationNotebook][], Target, tar},

meutag = ToString[tag] <> ToString[$SessionID];

CellPrint[Cell["", "Graphics", CellTags - meutag]];

Do[Pause].1];

Plot[a*x?, {x, 0, 1}, PlotRange — {0, 1},
DisplayFunction - (NotebookFind[nb, meutag, All, CellTags];
NotebookWrite[nb, Cell[GraphicsData["PostScript", DisplayString[#]],
"Graphics", CellTags - meutag]] &)], {a, 0, 10, 1}]]
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m GRAFICOS E SOM

Uma funcéo oscilatéria pode ser ouvida usando a funcdo Play[f[t], {t, to, tf}] e pressionando
duas vezes o canto superior direito da célula.

Play|Sin(20 ] Sin{23 t] Sin[10% ¢ (1 + 'i'36° e~5SlVt] sin[123.411)], 8, 0, 41

Calculo Diferencial

m DERIVACAO SIMBOLICA

**" As operacées de calculo diferencial simbélico também estéo definidas no Mathematica.
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Ox ArcSin[kx — v t] 0y ArcSin[kx —v t] 0xtArcSin[kx —v t]
DE[F[x[t]], t] oy ( 3y ( % Alx, y])) DY, x, y] // FullSimplify // TraditionalForm //

TableForm

k _ v kv (tv-kx)
Vi—(tv-kx)2  1-(tv-kx)2 (1t v-kx)2)3/2
y ALD (¢ v)-A10) « 5y

¥2

£/ (x(t) x’ (t)

1 (ylogx) + 1)

(b) - D[f[x], x] representa a 1% derivada de f[x], algo que em notacdo normal se costuma
escrever Jx f[x].

(c) = O simbolo 9, ou \[Partial], obtém-se com a combinacéo [esc/pd[esc] ou -pd:.

(d) - A menos que se use com o operador HoldForm, a notacdo dxf[x] é imediatamente
substituida por D[f[x], x], a qual é posteriormente avaliada como Derivative[1][f][x].

({ToString[#1][HoldForm[dy f[x]]], "—", #1[0x f[x]]} &) /@
{FullForm, StandardForm, TraditionalForm} // TableForm

FullForm|[dy f[x]] — Derivative[1][f][x]
StandardForm[dy f[x]] — f[x]
TraditionalForm[dx f[x]] — f’ (x)

({ToString[#1]["HoldForm" @ HoldForm[dy f[x]]], "—", #1[HoldForm[dy f[x]]]} &) /@
{FullForm, StandardForm, TraditionalForm} // TableForm

FullForm[HoldForm|[dy f[x]]] — HoldForm[D[f[x], x]]
StandardForm[HoldForm[dy f[x]]] — Ox f[x]
Traditional Form[HoldForm|[dyx f[x]]] — —a—g—()—()—

X

(e) — Para func¢des com mais de uma variavel, as definicées estendem-se de forma natural a
D[f[x, y, ..., X1, X9, ..., xn]ouaxl’x2,n_,xn flx, v, ...]

({ToString[#1][HoldForm[dy y x f[x, ylll, "—", #1[0x y x {[X, ]I} &) /@
{FullForm, TraditionalForm} // TableForm

FullForm[dy y x f[X, y]] — Derivative[2, 1][f][x, y]
TraditionalForm[dy y x f[x, y]] — @D (x, y)
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b
flx_, z_] ;= a[x] + x, z]
X
ay,y fly, z]
(1,0) 2,0)
2b[3;, al 4oyl - 2b 2[y, a] b*7ly, al
y y y

({ToString[#1]["HoldForm" @ HoldForm|[dx x f[x, ylI],
"—", #1[HoldForm][ox x f[x]]]} &) /@
{FullForm, StandardForm, TraditionalForm} // TableForm

FullForm[HoldForm|[dx x f[x, yII] — HoldForm[DI[f[x], x, x]]
StandardForm[HoldForm[oy x f[x, ylI] — Ox x fx]
» PEx)
TraditionalForm[HoldForm[dy x f[x, yll] — -—6——8——
X 0X

A A menos que se indique explicitamente a dependéncia de f em x com a notacéo f[x], a derivacao
simbélica D[expr, x| trata como constante qualquer simbolo que nao esteja pré—definido como
uma funcédo de x. Assim, néo se deve usar dx f em expressdes (mesmo que a intencgédo fosse substi-
tuir posteriormente f por f[x]) porque na avaliacdo dxf — 0. Pode-se no entanto usar
HoldForm[dx f], desde que depois se faca ReleaseHold no fim para obter uma expressao avaliada
completamente.

0xf /. f - a[x]

0

HoldForm[d4 f] /. f - a[x] // ReleaseHold

a’[x]

0« f[x] /. f » Function[{t}, a[t]]
a’[x]

Enquanto que dx f da em geral derivadas parciais de f, o operador Dt[expr, 7] determina a deri-
vada total de expr, assumindo que todos os simbolos de expr dependem implicitamente de 7. (E
possivel dar a op¢do Constants - {aj, ...} para indicar quais os simbolos que devem ser conside-
rados meros parametros.)

ClearAll[f]

Dt[f[x], t] // Simplify // TraditionalForm
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dx
— X
dt

Dt[f[x, t], t] // TraditionalForm

0Dy 4 DX (L0
dt

Dt[f[x, y, z, t], t] /. Derivative[n__][f_][x__] > (r]l = (k - {n}.{x}); HoldForm[dy f] /. r]) //
TraditionalForm

of dx of dy of dz of
—_—t— — + — — + — —
ot dt ox dt oy dt oz
ReleaseHold[%]

0

Format[Derivative[z__][f_][x__], TraditionalForm] :=
(HF["&"? f] /. { - (DisplayForm @ RowBox @ Flatten @ ((Table[#1, {j, #2}] & ee ##) & /@

Transposel{{x}, (z}}])) /. £ - If[Tr[{z}] = 1, ™", Trl{z}]])
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Dt[f[x, y, z, t], t] // TraditionalForm

ot + 22 07 ) = (8y f) s @y )
+ — + — 4+ —
U0 g 727 g YT g X

m INTEGRACAO
A primitivacédo e integracéo estdo implementadas através de Integrate[f[x], x], ou f f[x] dx.
O simbolo f ou \ [Integral] pode-se introduzir escrevendo [esclint|esc].

d ou \[DifferentialD] (Esc/dd[ec]) € um operador tipo prefixo que requer sempre um argumento, tal
como 9 alias.

O simbolo que segue d (e.g. dx) determina a variavel de integracao (i.e. x).

Para efeitos de integracao x deve ser um simbolo e ndo uma expressao, a menos que seja simboli—-
zada (via Symbolize).

d§

DifferentialD[£]

fSil’l[ﬂ' - x2] dx

/ z FresnelS[ / g— x]
2 m

fal Sin[n - x2] dx

ag

7§ 2 n 2
— | 5 FresnelS| | — ao|+ | 5 FresnelS|, | — aj |

d[x,t]
Dt f 1] dé, t];

[x,t]
~flelx, t1] (c@V[x, t]+ Dt[x, t]¢HV[x, t]) + fld[x, t11(d OV [x, t] + Dtlx, t1dHV[x, t1)
d[x,t]
D| f fl£1de, t]
c[x,t]
—flelx, t]1*V[x, t] + fld[x, t]] dOP[x, t]

Para funcées demasiado complexas para que o Mathematica encontre primitivas,
NIntegrate[f[x], {x, X, X1}] d4 uma aproximacdo numérica do integral num intervalo [xq, x1].
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Plot| f ’ Sin[r - €2 d¢, {x, 0, 6}] // Timing
0

o,

a.

0.4t

o,

2t

E}

21

1 2
{15.05 Second, - Graphics -}

Plot| f ) Sin[r - £2| d¢ // Release, {x, 0, 6}] // Timing
0

0.8t

0.&}

0.4t

n.2r

1 5
{5.43 Second, - Graphics -}

F= Compile[{x}, fXSin[ﬂ - §2] dé ) Release]
0

/ | 2
CompiledFunction[{x}, % FresnelS[ - x], —CompiledCode—]
Vs

Plot[F[x], {x, 0, 6}] // Timing
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n.a2t

0.&}

0.4t

n.2t

1 5 3 2 C 5
{5.38 Second, - Graphics -}

m SOLUCAO DE EQUACOES DIFERENCIAIS

Para a solucéo de equacoes diferenciais ordinarias DSolve[F[y[t], yItl, ..., y(n) [t]], y[t], t] pro—
cura encontar solucdes para a funcao y[t] da variavel independente t.

O INICIAL.
<< Utilities‘Notation®

$Post := (If[Head[#] === List, TableForm[#], #] &)
Symbolize[x_, ]

0O EXEMPLO |

A seguinte equacdo linear ndo—homogénea de coeficientes dependentes do tempo apenas tem
uma solucao genérica.

Eqnl = x’[t] == a[t] x[t] + b[t];
InitCond1 = x[0] == x4);

soll = DSolve[Eqnl && InitCond1, x[t], t];

t t d t ¢ 4
X[t]—>ef0a[TMTXo+efToa[T] Tf ¢k, 2] "blLld¢
0

soll = soll /.
Thread[(Cases[soll, z_ /; StringMatchQ[ToString[z], "K$x="], {0, co}] // Union) - {t, 7o, &, {0} //

0 t t
At[1, 1, 2, (# // Distribute // Collect[#, _Power| &) /. (— f z_dx_+ f z_dx_) o f zdx &|
S_ S_ 0

A verificacéo é simples:
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x’[t] == (D[x[t] /. sol1[1, 1], t] // Simplify) /. Reverse[sol1[1, 1]
x'[t] == b[t] + a[t] x[t]
x[t]==.""""0 x4 R -
4 n
2l
2 [
1L
n t
-1l
0 1 2 3 4
sys = {a[t_] - —Sin[4 ], b[t_] » £**, 7, - 0};
Plot[x[t] /.soll]1, 1] /. sys /. X, — 2 // Release, {t, 0, 4}, PlotRange — {-2, 4}, Frame — True,
t
AxesLabel - {t, x}, PlotLabel — x[t] == g~ 1+Cos(t] (XO + f 61_42 —Cosl¢] 4 l )],
0
O EXEMPLO Il
Esta é uma equacéo nao-linear por causa do termo x[t]2 mas é separavel
Eqn2 = (x’[t] == alt] x[t]?);
InitCond2 = (x[0] = x,);
sol2 = DSolve[Eqn2 && InitCond2, x[t], t];
sol2 /. Thread[(Cases[so0l2, z_ /; StringMatchQ[ToString[z], "K$x"], {0, c}] // Union) - {r, 7,}];
0 t t
% |/ At[l, 1, 2, 2, 1, Collect[#, x,] /. (f z_dx_—f z_alx_) = —f zdx &]
S_ S_ 0
x[t]- =0
1-xo [, alrldr
O EXEMPLO Il
Esta é a equacédo de movimento de um oscilador amortecido com frequéncia natural w e amorteci—
mento A.
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Eqn3= X [t]+2 A X' [t]+w? x[t]==0;
InitCond3 = (x[0] == x4, X'[0] ==V, };

sol3 = DSolve[Eqn3 && And @@ InitCond3, x[t], t]

A solugdo da o movimento x[t] dum oscilador amortecido. Quando A > w 0 movimento deixa de ser
oscilatorio.

_t (Vo +Xo 1) Sint V-12+w? |
x[t] - e (xo Cos[t V-22 + w2 | + —

sol3 = DSolve[Eqn3 && And @@ InitCond3, x[t], t]//
# et

At[1, 1, 2,

HoldForm[et?]

(\/Z )_1 - (i V-z )_1 // Collect[Apart[#1], _HoldForm] & //

// ExpToTrig // Simplify // Collect[#, {xo, Vo)l &|/. Vz_ > iV -z,

At[2, 2, Simplify]) &] // ReleaseHold;

Se mantivermos A < w poderemos ainda simplificar esta solucdo para

x[t] > ™t \/Xg - el Sign[x,]Sin[t V-12 + w2 + ArcTan[E‘-‘l——i@”

-A24+02 Vo+Xg A

sol3 // At[1, 1, 2,

Z

#/.z_Cos[0_] +y_Sin[6_] > (Sign[z] \/ z2 + (y2 // Simplify) (Sin[@ + ArcTan[ ]] // Simplify)) &]
y

O POSICAO INICIAL
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Plot[#, {t, 0, 5}, PlotStyle -
({Hue[g], {Dashing].01{1, 1, 1}], Hue[g]}, {Dashing].01{1, 1, 1}], Hue[g]}} & /@

Range[6] // Flatten[#, 1] &), PlotRange - {-6, 6}, Frame > True| & @

(Vo +Xo A)2

A2 —0)2 }//~ {S013[[1, 1]}, Vo — O’ A - ;U_O, w = 27_[.},

Table|{x[t], {#, —#} &@e ** \/ x2

{X07 07 67 3}];

O AMORTECIMENTO

2.5 3

Plot[# // Release, {t, 0, 3}, PlotStyle — ({Hue[#/8]} & /@ Range|[8] // Flatten), PlotRange
41n

- {-3, 3}] &@Table[Re[x[t]] //. {sol3[1, 1], vo > 0, X, > 3, w > 27}, {A, 0, 47,

K

Quando nao existem formas analiticas para a resolugdo de equacoes diferenciais pode-se usar a
forma numérica NDSolve[F[y[t], yItl, ..., y(n) [t]], ylt], {t, to, tl}] para aproximar a solucio
verdadeira y[t], no intervalo da variavel independente [ty, t;{], por via de uma
InterpolatingFunction.

O EXEMPLO IV

A seguinte equacdo é ndo-linear e nao-separavel, pelo que uma solucdo analitica deve ser
inexistente.

Eqns4 =X (t) = t% - 3t— (t+ 1) x| + 1;

DSolve[Eqns4 && x[0] == x,, x[t], t]

— Solve::ifun : Inverse functions are being used
by Solve, so some solutions may not be found.

— InverseFunction:ifun : Inverse functions are being
used. Values may be lost for multivalued inverses.
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— InverseFunction:ifun : Inverse functions are being
used. Values may be lost for multivalued inverses.

— Solve::tdep : The equations appear to involve the variables
to be solved for in an essentially non—algebraic way.

$Aborted

Uma solucdo numérica é mais facil, embora possam aparecer singularidades antes de acabar o
tempo

NDSolve[Eqns4 && x[0] ==1, x[t], {t, 0, 5}]

{{x[t] - InterpolatingFunction[{{0., 5.}}, <>][t]}}
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Options[NDSolve] // Sort // PadRight[#, Length[#] + 2, "] &;
% /| Partition[#, (Length[#])/2] & // #" & // TableForm

AccuracyGoal —» Automatic NormFunction - Automatic

Compiled - True PrecisionGoal —» Automatic
DependentVariables —» Automatic SolveDelayed — False
EvaluationMonitor » None StartingStepSize —» Automatic
MaxStepFraction — % StepMonitor - None

MaxSteps —» Automatic WorkingPrecision - MachinePrecision

MaxStepSize - Automatic
Method — Automatic

soltbll = (x[t] /. NDSolve[Eqns4 && x[0] == #, x[t], {t, —5, 5}] & /@ Range[-5, 5, 1]);

grl = Plot[#, {t, -5, 5}, PlotRange — {-5, 5}, AspectRatio — 1, PlotStyle » Red] & @soltbl1;

i
soltbl2 = (x[t] /. NDSolve[Eqns4 && x[#] =0, x[t], {t, —5, 5}] & /@ Range[-5, 5, 1)]);

gr2 = Plot[#, {t, —5, 5}, PlotRange — {-5, 5}, AspectRatio - 1, PlotStyle —» Blue] & @soltbl2;

Show([{grl, gr2}, DisplayFunction — $DisplayFunction];
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<< Graphics‘PlotField’
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q
-4
A
Note que uma equacédo diferencial de 1% ordem ilﬂ—’t( = f (%, t)de facto pode ser entendida como um

f x,t)

Vi1 VEp2+1

Options[PlotVectorField] // Sort // PadRight[#, Length[#] + 2, ""| & // Partition[#, 13] & // #" & //

TableForm

AspectRatio -» Automatic

1

AspectRatio — O EREET)

Axes — False

AxesLabel - None
AxesOrigin - Automatic
AxesStyle —» Automatic
Background —» Automatic
ColorFunction - None
ColorOutput - Automatic
DefaultColor » Automatic
Epilog - {}

Frame - False
FrameLabel —» None

FrameStyle - Automatic
FrameTicks —» Automatic

GridLines - None
HeadCenter — 1
HeadLength — 0.02
HeadScaling -» Automatic
HeadShape —» Automatic
HeadWidth - 0.5
ImageSize —» Automatic
MaxArrowLength — None
PlotLabel - None
PlotPoints —» Automatic
PlotRange — All

gr3 = PlotVectorField[{1, —(1 +t) Abs[x] + 1 -3t + tg},
{t, =5, 5}, {x, =5, 5}, ColorFunction —» (Hue|.8 #] &), ScaleFactor — 1,
HeadWidth — 1, HeadLength — 0.02‘, HeadCenter — .8, PlotPoints — 20];

PlotRegion » Automatic
Prolog - {}

RotateLabel —» True

ScaleFactor - Automatic
ScaleFunction - None

Ticks -» Automatic

ZeroShape —» Automatic
DefaultFont :» $DefaultFont
DisplayFunction » $DisplayFunctic
FormatType :» $FormatType
TextStyle :» $TextStyle
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f:ii. A4‘11f

f‘ ‘4*1“

ft A 4t ¥y

N A 4 h ¥ ¥ oy ¥

N A 4 bt Y ¥y v ¥ Y

4 A4y VYY Yy vy
t 4 A gy A Yy vy vy v¥iy
A4 A4yt Y Yyt A,
0 P S I A I I I SR,
4 AAqg>d 4 n L
4 Aggr A L u
A4 AAqgdUT X CAA L L4
+ Aif“‘f‘i#‘i“?*
4 A PP R R R R I I

A A 4> T A Y Yy vy ¥ X

¢ A 4 * YA vy v ¥ Y

I A 42 ¥ ¥y ¥

f‘ A**"‘f\f

+ A4 Ay

A A Aty

Showl[{gr3, grl, gr2}, Cases[Options[grl], z_Rule /; ! FreeQ[z, PlotRange]][1],
DisplayFunction — $DisplayFunction];
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- — — e —

%

Exemplos de Calculo Numérico

EquacoOes algébricas, Raizes.
<< Utilities‘Notation®

Symbolize[y,]

Symbolize[x, ]

Symbolize[y,, WorkingForm — TraditionalForm]

— Symbolize::boxSymbolExists : Warning: The box structure attempting
to be symbolized has a similar or identical symbol already
defined, possibly overriding previously symbolized box structure.

Notation[Composition[g, f]= (g°f), WorkingForm — TraditionalForm]

UpdateNotationsInNotebook/]

ti, := Sequence @@ {FontFamily — Times, FontSlant — Italic, FontSize — z}
tb, :=Sequence @@ {FontFamily » Times, FontWeight —» Bold, FontSize — z}
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m SOLUCAO DE EQUACOES ALGEBRICAS

Para a solucdo de equacdes algébricas o Mathematica dispoe de algoritmos
Solve[eqns vars elimge Reduce[eqns vars elimg.

O resultado de Solve é sempre uma lista de Regras de Substituicdo (eventualmente vazia) na
forma {var — sol, ...}.

Pelo contrario, Reduce procura reduzir ao maximo o numero de equacdes independentes, e especi—
fica em forma de relacao légica (AND && e OR ||)as condicoes de validade para essas equacdes.
eqns :={ax—by==0,bx —a==2y}

Solve[eqns, {x, y}]

ab a2
=g Y > " 2a )

Reduce[(And @@ eqns), {x, y}]

ab a2

. 12
—2a+ b2 bby== 2a—b2 febeza-b"=0

a==0&&b==0&&y==0|x==
m ZEROS DE FUNCOES

Excepto para funcdes polinomiais até ordem 5, a obtencéo de zeros duma funcio y = f(x) s6 pode
ser efectuada usando métodos iterativos: a partir dum valor x, estimado préximo dum zero z, de
f, é preciso encontrar uma funcéo de iteracdo ¥ tal que z, seja um ponto fixo de 7:

Xir1=F X)) =F (F 1) =...= g+l (%)

7 = F(z) = lim 7 (x)
|—00
O sucesso da determinacio do zero z, depende de:

(a) — Determinacao de uma funcéo de iteracdo ¥ adequada,

(b) — Condicdes de convergéncia da sequéncia {x; }i=0,. 00°

(c) - Rapidez de convergéncia dessa sequéncia.

0 EXERCIicIO

Uma sequéncia convergente {x; -0, o Paraum limite z, designa-se ‘Convergente de Grau p”
=0,...,

se

(a) — Mostre que, para o caso em que p €N, ¥ é um método de ordem p se se anularem todas
as derivadas 7@ [zy] de ordem n < p !
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Y - —z7)P
T [Zr](xl Zr) +O(|XI —Zr|p+1)

Xip1=F ) = F(zr) + o

(b) - Mostre que a ordem do método da secante (posicio falsa) é p = 1+2” 5

Métodos iterativos # em que a estimativa inicial x, é arbitraria e conduza sempre ao zero zy
mais préximo sdo dificeis de encontrar. O método de Laguerre é um desses métodos, e a conver—
géncia é de grau 3 no caso de raizes simples (para raizes degeneradas a convergéncia é apenas
linear):

if(Xi)

Xit1 =X -
f’(Xi)i\/(i 12 f/(xi)2 —i (i +1) Fxi) %)
O APLICACAO
flx_]:= Sin[x—x2]
it
0.k
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data := {}

x0 = x1 = N[1.85, 20];

For[i=1, i<9, i++, AppendTo|data, {

SequenceForm|"x_ =",

i f[x0
SetAccuracy|[x0 = x0 — Lk , 20]],
f7[x0] - \/ (i-1)2 f'[x0]% —i (i + 1) f[x0] £/ [x0]
0-z_
SequenceForm|"e =", i |,
f[x0]
SequenceForm|"x, =",
1 f[x1
SetAccuracy|[x1 = x1 — ke , 20]],

x1 -z,

SequenceForm|"e =",
f[x1]

Z_ :.; Z+ :.;

e

f7[x1] + \/ (-12f[x1]% —iG+ 1) f[x1]f7[x1]

Thread([r[{z_ == x, z, == x}, SetAccuracy[{FindRoot[f[x] == 0, {x, x0}], FindRoot[f[x] == 0, {x, x1}]},
20]]] /. r > ReplaceAll /. Equal :» Set;

StylePrint[TableForm[data], "DisplayFormula"];

{SetAccuracy[{FindRoot[f[x] == 0, {x, x0}], FindRoot[f[x] == 0, {x, x1}]}, 201} //
StylePrint[TableForm|[#], "DisplayFormula"] &

x_ =1.6878540539885905858
x_ =1.27106668536269040715
x_ =0.9786079916928005495
x_ =0.99969042120596263157
x_ =0.99999995205795078057
x_ =0.9999999999999990008
x_ =1.0000000000000000000
x_ =1.0000000000000000000

€ =—0.731468
€ =—0.802525
€ =—1.02193
€ =—1.00031
e=—1.

e=—1.

€ =Indeterminate
e =Indeterminate

x - 1.0000000000000000000

0O NOTAS .

Off[Power::"infy", co::"indet"]

(Plot[Sin[x - x2], {x, -7, n}])

x4 =2.11151524919767119570 € =0.322471
x4 =2.2736435927340865604 € =0.279409
x4 =2.33817206748095207658 € =0.271761
x4 =2.3416252792236487146 € =0.271499
x4 =2.3416277185106708636 € =0.271454
xy =2.3416277185114782178 e =0.
x4 =2.3416277185114782178 e =0.
x4 =2.3416277185114782178 e =0.

X - 2.3416277185114782178
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(a) — Use Thread|[f[ay, ag]] para distribuir f pelos elementos de listas ay e ag

?? Thread

Thread|[f[args]] "threads" f over any lists that appear in args. Thread[f[
args]|, h] threads f over any objects with head h that appear in args.
Thread|[f[args], h, n] threads f over objects with head h that appear
in the first n args. Thread[f[args], h, —n] threads over the last n args.
Thread[f[args], h, {m, n}] threads over arguments m through n. More...

Attributes[Thread] = {Protected}

Thread[r[{a, a}, {a > v, a - d}]]

{r[a, a » v], r[a, a - d]}

% /. r - ReplaceAll
{v, d}

(b) — Use SetAccuracylexpr,m] para exibir calculos de precisdo arbitraria m.

(c) - Use Nl[expr,n] para usar precisiao n nos calculos numeéricos.

?? SetAccuracy

SetAccuracy[expr, n] yields a version of expr in which all
numbers have been set to have an accuracy of n digits. More...

Attributes[SetAccuracy] = {Listable, Protected}

» METODO GENERICO

Designando por x, um valor do argumento de y = f(x) para o qual f(xy) = 0, desde que f’(x) £0 a
funcdo f(x) é invertivel numa vizinhanca de x,, e podemos escrever x, =g(0), onde
x = g(y) = g(f(x)) nessa vizinhanca. Se y, ~ 0, podemos desenvolver g(0) na forma
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Por exemplo, até a ordem 3:

glyl ~ Series|g[y], {y, Yo, 3}]

1 1
(L) 9w =900+ 9 o) Y= Yo) + = 9" (o) (¥ - yo)? + = 0@ yo) (Y- y0)2 + Oy - yo)*)

Embora se desconheca a funcéo x = g(y), as suas derivadas podem ser recursivamente deduzidas
das de f(x). Dado que g(y) = gof(x) = X, se derivarmos sucessivamente em ordem a x obtemos

TableForm[(HoldForm[(gof)(#l) [x]] == Composition|g, f](#l) [x] == (#1 &)(#1) [x] &) /@ Range[O0, 3] /.
f[x] - y] // TraditionalForm

(9o H) D (x) == g(y) == x

@ fY(x ==f®dy==1

@5’ ==’y ' 02+ ) /(0 ==0

9o H) D ==gPy) /02 +3 170" () 70+ (y) {0 ==0

Resolvendo em ordem as derivadas de g(y)

(diffg = (S[(Composition|g, f)#D[x] == #1 &)V [x], gD ly]] &) /@ Range[3] /. f[x] > y /.
S > Solve /. Rule -» Equal // Flatten) // TableForm // TraditionalForm

fon 1

90 == T

1oy ee - IO X

g () == -2

Dy = - 37070 g” )+d () 1O

f’(X)3

(diffgr = Reduce|diffg, (! [y] &) /@ Range[3]] /. And > List /. Equal > Rule /.y > y_) //
TableForm // TraditionalForm

’ 1
I =T
___ "X
9"y == T3 /) #0 && y == f(x)
@y == 370710 O

£/ (X)5

Substituindo em (1.1) estas expressoes, obtemos para y, = f(xq),

At[2, HoldForm[#1] /. Plus - List &]|

gly] == Normal[Series|[g[y], {y, Yo, 3}]1 /- Drop[diffgr, -1] /.y > 0/. x> X, /. glyol » X0 /-
Yo = f[Xo] /. g[0] - x1] /. List - Plus
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o) 700 f0)? (317 00)% = 1/ (x0) FPx0) Fx0)

fxo) 21 (x0)3 6 /(xo)®

Nesta expressao, os dois primeiros termos representam uma aproximacao de Newton—Raphson

X1:: XO—

= METODOS ITERATIVOS: CONVERGENCIA DE ORDEM QUADRATICA,
CUBICA, ETC

glyl = Series|g[y], {y, Yo, 3}1;
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{Composition[g, f 1#D[x] == (#1 &)*D [x]} & /@ Range[4] /. f[x] - y // TableForm // TraditionalForm

0g (y) =1

g’ 02 +g W) =0

@3 +37 0 g N0 +g WX =0

gDy 0*+67 gDt 02 +4g” WD 0 +3F7 020" )+ DX =0

(diffg = (s[(Composition]g, N#[x] == #1 &)V [x], gD [y]] &) /@ Range[4] /. f[x] - y /. s > Solve /.
Rule » Equal // Flatten) // TableForm // TraditionalForm

roy o 1
7)==

7y == - SO0

gy == VeaE

@y - 31001709 y)-g WD)

g (y) o3

(@ y) = =80T 024" NID 0 0-31" (02 " 1)-g WD)

(diffgr = Reduce|diffg, (g*"[y] &) /@ Range[4]| /. And - List /. Equal > RuleDelayed /.y = y__) //
TableForm // TraditionalForm

1
f/(x)

7 R A0
OARERS s
37 ()2 - (x) £ (x)
f’(X)5
~15 7 (x3+10F 0 f @ 00 £ 001" 02 1@ %)
f’(X)7

gy

dy_) -

gDy )=
f’x)#0

glyl =~ Normal[Series(g[y], {y, Yo, 3}]] //. Drop[diffgr, -1] /. x > X, /. g[yo] - %o /. gly] = x /.
Yo = fl%o1;

f//(xo)
— f(x -
= 1000 - 52

X~ Xo + (y— f(xo)2 +

f7(xo)
(31" (x0)? = 1" (x0) 1) x))
' 6 f/(x0)°
O significado dos sucessivos termos desta expressdo polinomial em y é ilustrada graficamente
como aproximacgodes lineares, quadraticas, cibicas etc. a curva f(x) no ponto Py = {xq, f(x4)},

excepto que estas curvas sdo agora parametrizadas por y, de forma que encontrar os pontos x;
onde elas cortam o eixo dos x é tao simples como calcular o valor da correspondente sub—expres—

(y— f(xo)3
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sdo de (1.1) em y = 0. A aproximacao de primeira ordem é a base do método de Newton—Raphson
para o calculo de raizes.

m CALCULO DE ZEROS: SIGNIFICADO GRAFICO

glyol = Xo
X[n_, %, : _| := Normal[Series[g[y], {¥, Yo, n}]] /. Drop[diffgr, -1] /. x > x, //.| gly] > x
Yo = f[%o]
Xr[n_, Xy :_]:=
glyol = Xo
Xr[n, x,] = Normal[Series(g[yl, (v, o, n}]] //. Dropldiffer, —1] /. x - xo /.| S50 %
Yo = fl%o]
y-0
Xn[n_, X, : _, m_] := Nest[Xr[n, #] &, x,, m]
(x1 ~ Xr[#, x,]) & /@ Range[4] // TableForm
oy _ fI%]
AT
o flre] flel )
ET T o T e
or oy Tl P o (3 £ 1 ~f 2] P [x])
150 2 f %P 6 f'[x]°
flte]l  Flo ] Flol (8 7 P~ ] O [x])
X1 ®%o = 20~ 3 5 +
f7lx] 2 7 [x] 6 f’[x]
.\ Flol* (=15 £ [P +10 £/ ] £ (2] £ [x]-f" [x]? £ )

24 f[x]’
Desenhe uma curva paramétrica da aproximacdo de ordem n a funcio f(x) comecando em

Py = {xXo, f(x0)}.

nrord[n_, X, : _| := PP[{X[n, %,1, y}, {y, Sequence @@ Sort[{f[x,], 0}1},

PlotRange - {{-2, -1}, {-1, 1}}, PlotStyle —» {Thickness[0.005], Hue[g—]},

DisplayFunction — Identity, PlotPoints — 500] /.f - ¢ /. PP > ParametricPlot;
O EXEMPLO |

olx_]:= Sin[x - x2]

Bx_]:=(x-1.2)(x+2.1)(x - 3.2) (x + 3) Tanh[x + 1] e~2 x
grf = Plot[{¢[x]}, {x, —4, 4}, PlotRange - {4 {-1, 1}, 20{-1, 1}}, PlotPoints —» 1500];
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15 [

—ap L

?? Subscript

Subscript[x, y] is an object that formats as x with a subscript y. More...

Subscript[ti, z_] := Sequence @@ {FontFamily -» Times, FontSlant — Italic, FontSize — z}

Subscript[th, z_] := Sequence @@ {FontFamily - Times, FontWeight —» Bold, FontSize — z}

x0 =-1.2;

itrl = (

Show[#1, DisplayFunction — (Display[$Display, #1] &), Epilog - (
{

Line[{{x,, .05}, {xX,, #[X,1}}], Line[{{¢, .05}, {£, #[£1}}],
Text[StyleForm[P,, ti14], {Xo, —.15 + ¢[X,1}],
[

Text[StyleForm["x,", ti14], {X,, .15}],

Text[StyleForm[xy,, , tii4], {£, .15]]

}/. & - Xr[#1, x,] /. X » X0 /. f > ¢ &) /@ Range[4]] &)

(Show[{nrord[#1, x0], grf}, PlotRange — {{—1.38496, —0.6428}, {—3.62336, 4.55795}},
Frame - True, Axes - {True, False}] &) /@ Range[4]];
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4 | i
2 F J
0 N g iy

—
o | i
/a

-1.3 -1.2 -1.1 -1 -0.13 -0.% -0.7

Show[%, PlotRange — {{—1.39532, —0.784518}, {-4.7181, 1.77418}}];

-1.3 -1.¢ -1.1 -1 -0.13 -0.8
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itr2 = (Show[#1, DisplayFunction — (Display[$Display, #1] &), Epilog - (
(o = Sign[¢[Xr[#1, x,]]1];

{
Line
Line

{{&, —0.005}, {§, ¢[£1H],
{Xr[#1, &], -0 .005}, {Xr[#1, £], #[Xr[#1, £]1}}],
Text[SF[Pq, tb14], {£, 0.2 + ¢[£]}],
Text SF[Xl#, th14], {¢, —0 .15}],
Text[SF[Xz#, thi4], {Xr[#1, &], —0 .15}]
V. € - Xr[#1, x,] /. xo » x0 /. f - ¢) &) /@ Range[4]] &)
Show[{nrord[#1, Xr[#1, x0] /. f - ¢], grf},
PlotRange — {{—1.38496, —0.6428}, {-3.62336, 4.55795}},
Axes — {True, False}, Frame —» True] & /@ Range[4]];

4L

T'_.F 1 L 1 L L L L 1 L L L L 1 L L L L 1 L L L L 1 L L L L 1 L L L L 1 L L

(Show[%, PlotRange — #1] &)@ {{—1.03181, —0.974932}, {-0.360815, 0.410412}}
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0.4 F
0.3
0.2
0.1
0} ]
-0.1 _
-o.z b
-0.3 F ]
-1.0z2 -1.EIEI l-l.Dll -1 I-I:I.EIEIl I-I:I.EIEl
Show|{itrl, itr2}
PlotRange — {{—1.38496, —0.6428}, {—3.62336, 4.55795}}, Axes — {True, False},
Epilog - (
(o = Sign[¢[Xr[#1, X,]]]; {
Line[{({Xr[#1, x,], .05}, {Xr[#1, X,], ¢[Xr[#1, X, ]]}}],
Line[{{Xr[#1, x,], .05}, {Xr[#1, x,], 0.05}}],
Text[StyleForm[Pq, tb14], {(Xr[#1, x,], 0.2 + ¢[Xr[#1, x,]1}],
Text[StyleForm(xy,, ti14], {Xr[#1, x,], -0 .15}],
Text[StyleForm[xg, , tii4], {Xn[#1, X,, 2], 0 .25}]
} /.%o - x0/.f > ¢) &) /@ Range[4]]
4 L p/ -
2 | P .
x
0 [z x| 3
-2 L | 4
T‘_IF L L L L L L L L L L L L L L L L
-1. -1.2 -1.1 -1 -0.13 -0.8 -0.7
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nrgrf = ParametricPlot[{X[#, Xol, ¥} //.f > ¢/ %o > —1.5// Release, {y, ¢[-1.8], -2},
#
PlotRange — {{-2, —1}, {—1, 1}}, PlotStyle — {Thickness[0.0l], Hue[g]},

DisplayFunction - Identity | & /@ Range[3];

Show[{nrgrf, grf},
DisplayFunction — (Display[$Display, #1] &), PlotRange — {{-1.8, 0}, {-2, 2}},
Epilog — {
Line[{{x,, 0}, {Xo, ¢[Xo1}}],
Text[StyleForm[P,, tb14], {X,, .09 + ¢[x,1}],
Text[StyleForm["x,", th14], {X,, —.15}]
} /. xo » —1.5, Frame - True];

2 T T 1 — r 1 1 1 T — 1 1 1 1 T T r r r r 1 — r Tt Tt 1 Tr 1T — r 1 1 1 T

-1.75 -1.5 -1.25 -1 -0. 75 -0.5 -0.25 n

Show([%, PlotRange — {{~1.37577¢, —1.295479, {0.157619°, —0.142693}]
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0.1t

x0 = —1.55;

Show[{nrord[#, —1.55], grf},
PlotRange — {{-1.75, -1}, {—1, 1.2}},
FrameTicks —» {Range[-2, —1, .25], Automatic, False, False},
Epilog - {
Line[{{x,, —.05}, {Xo, #[Xo1}}],
Line[{{Xr[#, X, 1, 0.05}, {Xr[#, X, ], —.05}}],
Text[StyleForm[P,, thi4], {X,, .09 + ¢#[x,1}],
Text[StyleForm["x,", th14], {X,, —.15}1,
Text[StyleForm([x1, th14], {Xr[#, x,], —.15}]
} /.%o » —1.55/.f > ¢, Frame - True] & /@ Range[3] // GraphicsArray //

Show([#, DisplayFunction —» $DisplayFunction] &;

=
moo on
=
moo on
[
m o on R

Ao !q““aﬁhhhh Y

-0
15 -1.28 -1 15 -1.28 -1 15 -1.28 -1
0.5 0.E 0.&
0.4 .4} P 0.4
D.E\ X| ”'EN\ ”-EM|
0 - 0 0 -
-0.2 "fﬂ\pj\\ 0.2 X Xz -0.2 x'N
-0.4 I -0.4 -0.4
0.6 0.6 0.6 P
1 d-1.3E-1.3-1.2¢F T d-1.35-1.3-1.2% 1 4-1.3E-1.3-1.2%
x0 = 1.3;
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0.4 0.4 0.4
n.z n.z2 n.z
X X X
-0.2 -0.z2 -n.z2
-0.4 -0.4 -0.4
n.75 1 1.25 1.5 n.?75% 1 1.25 1.5 0.7t 1 1.25 1.5
0=-12/10;
Print|
SetAccuracy[x1 = N[x0, 30], 30], "\t",
SetAccuracy[x2 = N[x0, 30], 30], "\t",
SetAccuracy[x3 = N[x0, 30], 30], "\t",
SetAccuracy[x4 = N[x0, 30], 30]]

For[n=0,n <6, n++,
Thread[{x1, x2, x3, x4} = ({Xr[1, x1], Xr[2, x2], Xr[3, x3], Xr[4, x4]} /. f - ¢)];
Print|

SetAccuracy[x1, 30], "\t",

SetAccuracy[x2, 30], "\t",

SetAccuracy[x3, 30], "\t",

SetAccuracy[x4, 30]]]

—1.200000000000000000000000000000  -1.200000000000000000000000000000
—1.200000000000000000000000000000  —1.200000000000000000000000000000
—0.902945618324073162597187547362  —1.11875642150474652325442548317
—0.811462875743842682041417901928  -1.34564470414736403469646575104
—0.99228515215096702029029529513 -1.011543578811780141890608319954
—0.99728972591296805028093785950 —-2947.612245816151698818430304527283
—0.999935201269669282631014084473  -1.00000505724283828001830443100
—0.999999999508434433970194277208  -2947.614012784750229911878705024719
—0.999999995313158307475021047139  —1.00000000000000044408920985006

~1.00000000000000000000000000000 —2947.615779752289654425112530589104
-1.00000000000000000000000000000 ~1.00000000000000000000000000000
-1.00000000000000000000000000000 ~2947.617546718769972358131781220436
~1.00000000000000000000000000000 ~1.00000000000000000000000000000
-1.00000000000000000000000000000 ~2947.619313684190728963585570454597
O EXEMPLO Il

-1

dx_]:=ex

grf = Plot[¢[x], {x, —1, 1}, PlotRange — {-1, 1},
AspectRatio — 1, PlotStyle — Thickness[0.003¢], PlotPoints — 100];
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n.75t

0.5t

n.25¢

-0.6 -0.4 -0.2

-0.25¢

-0.5}

-0.75 ¢

0.4 n.&

0.12

0.1f
u.uaé
0,06
0.04

0.0z f

-0. k5 -0.

-0. 55

= POLINOMIOS QUADRATICOS

-0.5 -0.45

-0.4 -0, 35

-0.

As raizes de polinémios do grau 2 e 3 podem ser determinadas por férmulas conhecidas: por
exemplo, no caso de equacdes quadraticas, existem trés expressdes possiveis, mas apenas a
ultima é numéricamente estavel quando ap << ay.

Solve[x

2 +2a1 x+ag ==0, X|

X_ =—a1—\/a%—a0

— X1 = —aq — Sigrfag 1y —ag + a%

X4 =—a1+\/a%—a0

X2=

2

—ay—Sigrias ] y —ao+a3

© A. Rica da Silva,Prof. IST

_92_

11/9/0¢



"Curso de Mathematica"

93

2 1

O EXEMPLO: X~ + 4 X + 3 =0

ag

X_ d " " . 2
X_ > —aj —+ —ag+ a% —aj +4 —ag+a? x1" - —aj —Sign[a; ]/ —ag + af
Xy 2 —a; +4 -39 +aj —al—\/—aO"'a% —aj —Sign[aq] —a0+a%

1
{a1 -2, a9 - -5-} // SetAccuracy[#1, 20] & // TableForm

x_ - —3.9720265943665387098 x_ - —3.9720265943665427066 x1 = —3.9720265943665387098
x; —» —0.0279734056334612902 xy - —0.0279734056334613179 x9 - —0.0279734056334613179

2 a; » 2
Thread[(( X; *ag+2x-a )/. ( ' 1 D ==

X7 +apg+2x; a1 a -y

X_ > —aj —4/ —ag +a%

2
[X_ +ag +2x_ag )//. Xy - —aj +\/T+a% /| N ]//TableForm

X%+a0+2x+a1 aj - 2
ap - &
1 2 __
5 +4x_ +x°2 ==
5 +4x, +x2 ==1.08095x 10~16
X_ - 20
—ai+y/ —a0+a%
2 2 2 ag
+ +2x_ a; — ahy +2x_ X+ =
X; a0 X- a1 /. 1 == N[ X; 40 =l //. * —al—\/—a0+a% ]// Thread //
X7 +ag+2x; a1 a - g x{ +ap+2x; a1 ay - 2
ap — %
TableForm
5 +4x_ +x2 ==159872x 10714
% +4x, + X% ==
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a; —» 2

;)

((

ap +2a1x1 +X%) [

a0+2a1x2+xg ap —

X1 —» —aj —Signlaj]+ —ag + a%

2 X9 — a0
apg+2a1x1 +Xx 2 )
[ 0 141 ;] //. —aj-Sign[a;j ] —ao+a%
ap +2aj; Xg +X5 a; - 2
1
ag — 9

2 __
g +4x1 +x7 ==0.

+4x9 +x§ == 0.

9

] // Thread // TableForm

X_ - —3.9720265943665387098| x_ — —3.972026594366827066 X1 = —3.9720265943665387098
X4 — —0.0279734056334@B02 X4 — —0.0279734056334613179| Xxp — —0.0279734056334613179
x2 +ax_+L =0 x2 +4x_ ++=16x10"14 x%+4x1+—1—=0.

3 9 9
x§+4x++%=1.1x10—16 x§+4x++%=o. x%+4x2+%=0.

Plot[{x2 +4x+ 2, % (x2 +4x+ 2)}, {x, —5, 0}, PlotRange —» 3 {-1, 1}]

X

2

- Graphics -

= POLINOMIO DE GRAU 3

2

No caso cubico, as raizes de xS + 3ag x

+3aj1 x+ap =0 podem ser encontradas através do

: : . 3
seguinte processo: designando os trés valores de V-1 por z,, z_, z4, onde

Solve[x3 == -1, x| /. z_Rule > (Fc /@ ComplexExpand /@ z) // Flatten

1

L (1-4V3)

{x—>—1,x—>%(1+lz’\/§),x—>
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Zo=e T=-1 Lze_iﬂ/3=—;—(l—ﬂ'\/§) 4:@iﬂ/3=%(1+iw/§)

(te~0"{Argl-1], Arg[ . (1~ V3)}, Arg[ - (1+ V3)]}}  TableForm
podemos criar dois coeficientes Q(a1, ag) e P(ag, a7, ag) definidos por
Q=2%x32(a;-ad) ; P=-2°x33(ag-3a;ag+2ad)
Solve|[x® + 3ag x* + 3a; x+a9 == 0, x|

218 (9a;-9a2
X —> —ag — Oa 2) 3 +

3 (—27 a0+8las ag-54a3+1/ 4(9a;-9a3)> +(-27ag+81a; ag—54a3)’ )

3 7\ /3
(—27 ap+8lay ag-54a3+\ 4(9a;-9a2)> +(—27ag+81a; ag—54ad) )

32173

1+iV3)(9a; -9 a2
X - —ag + ( J©21-9a5) —

32253 (-27 a9 +81a; ay-54a a©a;-9a’ +(-27a9+81a; ag-54a})° )

1/3
(1-iV3)(-27 a9 +812; ay-54a] V492a;-922)> +(-27 ag+81 a1 ay—54 ad)’ )

62173

1-iV3)(9a;-9a?
X - —ag + (1-iV3)©®a1-92)) S
32253 (-27 a9 +81a; ap-54 a3+ 4(9a1-9a2)° +(-27ag+81a; ag-54a3)’ )

1/3
(1+i V3) (—27 ag+8lay ag—54ad+ 4(9a;-9a2)> +(-27 ag+81 a1 ay—54a)’ )

62173

P
(Solve[x3 +3agx? +3a;x+ag =0, x| /. (9a1 —9a%)—> %//- (-27ap +81a;j ag —5433)* 3—2) /.
-1-iVv3 » -2z,
// TableForm
1-iVv3 »2z_
i(i+V3)> -2z

|, -Q+{P+V/PZrQT I
12(P+VPZ+@3 )

-(P+VPPr@® )" 2 4Qz,

X = 13 a2
12 (P+VP2+Q3)
Qz_—(P+VPZ+ @3 ) 2,
X - - ag

12 (P+VP2+Q3 )1/3

As raizes do polinémio podem agora escrever—se, fazendo as substituicdes referidas e
simplificando,
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1 Q 1/3 "
Xg =—a + — Zo - (P+VQ@3+P2) (z9)
12 (P+ R )1/3 ( )

73 2 — (P+VQ3 + P2 )1/3 (Z)*

X+ = —a2 aF “‘]—-" Q
121 (P+vVQ3+P2)

w2 —(P+VQ3+P2 )1/3 (z_)*

X =—ap + ——]—'— Q
12 (p+ Q@1 P?)

Quando os coeficientes forem tais que P=0e Q < 0, as trés raizes sao reais

== S VQ@-@)") -2 ==-2
X == 5 VQ (2 ~ (@) —ag == -ap+ = V3Qi
X_ ::%\/—Q‘(L—(L)*)—az ::—az—%\/Bsz

Note que quando os coeficientes forem tais que Q3 = —P2 a5 trés raizes sdo reais, mas duas sio
degeneradas:
Xg = 8z - == P13 (76 + (70)*) = ~&, + L P13
12 6
_ 1 p1/3 *y _ 1 p1/3
Xp =—ap——P + =—a——P
+ 2= (Z+ +(Z4)") 2= 75
— 1 p1/3 %Y _ 1 p1/3
Xo=—a-——FP Z +(2))=-a-—P
2= 15 ( (z-)") 2= 15

Solucao aproximada de ODEs

= METODO DE EULER

Como integrar aproximadamente uma equacao diferencial ordinaria:

dx@®) __
Cﬂt - f(x) t)

com condigdo inicial

x(to) == xo
Se soubéssemos a solucao x(t) na vizinhanca de x, poderiamos desenvolvé-la em série de Taylor

e guardar apenas o termo linear em t

x[0t] ~ Series[x[t], {t, 0, 3}] /. x[0] » %X, /. t = Ot /.
Derivative[n_][x][0] :» HoldForm[Dt[x, {t, n}];_] // TraditionalForm

11/9/0¢
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2 3
dx 1(dex 1(d°x
X(8t) ~ Xo + (—) st+=|—| o2+ =|—| ot3+0(th
dth=0 2\ at2 )_, 6(dt3)_g
xltp +0t) ~ %o + (X)) st+0(6t2)
0 0 " Vdt 4=0
x1 = x(tg +6t)
Como (%) i, =f(xg, to), podemos escrever
xl = xo +f(x0, to)ét
ty =6t
A seguir assumimos que X(t1) ~ X7 e usamos (@) = f(x1, t1) para deduzir que
~ dx 2
x(ty + 68) ~ x(tp) + () ot + O(6t=)
dt 't=t{
J
X9 = x(t7 + 6t)
tg =ty + Ot
pelo que
X9 = X7 +f(x1, t1) 0t
Em geral chegamos a expresséo
Xpy1 = Xp +f(xk, tp) ot
tk+1 = tk + Ot
O EXEMPLO V
Como exemplo vejamos o caso de :
flx_,t ]:=-5 t x2
Uma solucgio exacta existe para esta equacdo separavel com condicédo inicial x[0] = 1:
X[t_] = (x[t] /. DSolve[{x’[t] == f[x[t], t], x[0] == 1} // ReleaseHold, x[t], t])[1]
2
2+ 512
pl = Plot[X]t], {t, —1, 5}, PlotStyle — {Thickness[0.005‘], RGBColor[0, 0, 1]}, PlotPoints —» 100];
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-1 1 2 3 4 E
A funcao clr é definida aqui porque é necessario especificar que um subconjunto de definicées

atribuidas ao simbolo Subscript devem ser Unset. Todas as defini¢oes de fungdes como xp séo
atribuidas a Subscript. Fazer Clear[Subscript] apagaria mais do que seria desejavel...

clr := {Off[Unset::"norep"];
ClearAll[t, x];

Xn =

th =

HoldForm[Unset[Subscript[x, #]]] & /@ Range[0, m] // ReleaseHold;
HoldForm[Unset[Subscript[t, #]]] & /@ Range[0, m] // ReleaseHold;};

Definition[Subscript]

Subscript[ti, z_] := Sequence @@ {FontFamily —» Times, FontSlant — Italic, FontSize — z}
Subscript[tb, z_] := Sequence @@ {FontFamily —» Times, FontWeight —» Bold, FontSize — z}

Subscript[fp, n_] := ListPlot[({Subscript[t, #1], Subscript[
x, #1]} &) /@ Range[0, n], NoDspl, Axes —» True]

Nas definicoes que implementam o método de Euler simples, as atribuicbes da forma
Xp_:= Xp = def[n] criam uma memdria dos valores ja calculados para x). a medida que xp €
invocado para valores especificos de n = k . Da préxima vez que xp for invocado com n = k, def[k]
néo é recalculado, e 0 x memorizado é devolvido. A seguir lp,, implementa um ListPlot dos
valores x, calculados para n instantes ty. -

m = 10;

clr;

ot :=.2;

tg :=0.2;

xo =x0 = Xlto];

Xp_ = Xp = Xp_1 +f[Xp_1, th-1]0t

lpn_ := ListPlot[{ts, x4} & /@ Range[0, n], DisplayFunction - Identity,
Axes — True, PlotStyle — {Thickness[0.005], RGBColor[1, 1, 0]}];
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eull = Show[{pl, 1p,},
DisplayFunction » $DisplayFunction,
PlotRange — {{-.8, (m + 2)6t}, {—.1, 1.15}}, ImageSize —» 420, Axes - {True, True},
Epilog - {{AbsoluteDashing[{5, 5, 5}], Line[{{t, 0}, {tx, x#}}] & /@ Range[0, m]},
RGBColor[1, 0, 0],
/@ {Sequence @@ ({ToString|[t],, {ty, 0}, {-1, —1}} & /@ Range[0, m]),
Sequence @@ ({ToString[x],, {t4, x4 + .01}, {-1, —1}} & /@ Range[0, m])}}];

I,
o.sl 1y x;
|
|
0.6} : : ;‘:3
| |
o.4F |1 |
| |
| |
o.2F |1 |
I [T N x?;‘:g;{:prﬂ
| | | | | | | | | T
R |':1'L |'3LE |'3LE |'3Lf'. |'r‘-'f. |'f~5. |':1'L'5-. |'3L?. |'3L*5: 8 i
-0.5 0.5 1 1.5 2

= O METODO DE EULER MELHORADO

Notando que o integral da equacéo diferencial entre instantes t} e tj, 1 € a area sob f(x, t)

it 1 dx (t) 1
f ——dt = X(ts1) ~ X(tg) = f f(x, t)dt
t dt t
k k

poderiamos dar uma melhor aproximacéao desta area fazendo

k”f(x, t)ydt ~ é (f (Cp415 tos1) + f (xp, t)) (Bpeg — tp)

U

1
Xpa1 = Xp + 5 (F Cpag, than) + f (0, £2)) 61
e =t + 0t

¢
173

Resta agora substituir xj, 1 no lado direito por uma primeira aproximagio, que pode ser
K41 = Xk + Xy, tyo) 0t, donde temos

Xi+1 = Xk + (X, t) ot

X4l = X + % (f R+1, ter1) + £ (X, t) 6t

tye1 = t + O

A implementacédo do método melhorado é semelhante a anterior:
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m = 10;
clr;

ot :=.2;
to :=0.2;

xp :=x0 = X[to];

1
Xp_ =Xp =Xp-1*+ 5 (f[xn-1 + f[Xn-1, tn-116%, ta] + f[xn_1, th-11) 0t

lpn_ := ListPlot[{t4, x4} & /@ Range[0, n], DisplayFunction — Identity,
Axes — True, PlotStyle —» {Thickness[0.005], RGBColor[1, 0, 0]}];

eul2 = Show[{pl, Ip,, },
DisplayFunction —» $DisplayFunction,
PlotRange — {{—.8, (m + 2) 6t}, {—.1, 1.1}, ImageSize —» 420, Axes — {True, True},
Epilog -
{{AbsoluteDashing[{5, 5, 5}], Line[{{t«, 0}, {t4, x#}}] & /@ Range[0, m]}, RGBColor[1, 0, 0],
Txt[ti14] /@ {Sequence @@ ({ToString][t],, {t, 0}, {-1, —1}} & /@ Range[0, m]),
Sequence @@ ({ToString[x]y, {ty, x4 + .01}, {-1, —1}} & /@ Range[0, m])}}];

n.a2f
n.e6}

0.4t

Tl HE s g,

. o B \fo s\t \Bs e e \fs 19 Wim
-0.5 0.5 i 1.5 by

A comparacédo dos dois métodos é feita sobrepondo os graficos eull e eul2.

Show([{eul2, eull}];

.

L
|
| |

N
| |
| |

0.4t | |
| |
| |

ozt | |
[ T P Xy X8 Xro
| | | | | | | | |

. fo Br fa fx e Br By B Bz fe Fip
-0.5 0.5 i 1.5 Z
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m METODO DE RUNGE-KUTTA

¢ Usando o método de Euler, faz—se uma estimativa do ponto %1 = x¢ +f[to, X ] lsta

meio do passo 6t, i.e. no instante t; =t + L st

tuir no método de Euler obtém-se um novo ponto x1 = xo + f[t1, X116t

Este método tem erros de ordem 0[61:3]. De facto, da expansido em série de f[t, x] na vizinhanca
de ty, xo obtém-se

f[zl: Xyl :f[to + éét, xXo + %0, tol é&] ~ fltg, %ol + (%)t:to é& +O[5t2]

( dt2 )t ¢ 52t (f[t1, 1] —flto, Xo]) + O[St]. Substituindo na expressio

X[to + 6t] = ( Series[x[t], {t, t0, 2}] //.

{{t0 - 0}, {t > 6t}, {x[0] > %o}, {x'"-[0] > HoldForm[(Dt[x, {t, n}]}_;_1},
{HoldForm|[(Dt|[x, {t, 1}])t=to] - ft,, XO]}}) // TraditionalForm

1( d®x
X(0t + tg) = Xg + f(dtg, Xg) Ot + —

2 3
— 5t< + O(6t
d st2 +Ofet’)

]6t:6to

conclui-se que

(% /. (Dt[x, {t, 2}])t=to) - % (f[t1, &11-flto, Xo1) // Simplify) /. (4) - 3 // TraditionalForm

X(3t+to) = Xg + f(f1, Xq) 5t + O(6t3)

O método de Runge—-Kutta de 42 ordem deriva da mesma idéia fazendo mais passos intermédios

X9 = %o +f[fl, il]é-(st X3 = %9 +f[f2, Xolot
% ot = ot =
t :t + = t :t + t :t +6t
1~% 9 2~"% 9 3 =%
U

Xy =2xp + éf[xo, to]6t + 3if[z1, %716t + éf@, %ol ot + éf[fg, xg]ot
x(to +6t) ~x7 + O[5t
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» RUNGE-KUTTA ADAPTATIVO

Para adaptar o passo 6t as necessidades de precisdo pode—se usar a seguinte técnica: cada etapa
tp > tp,1 do cdlculo é efectuada uma segunda vez com dois passos de % ot, i.e

te =t /2= t),1- Sendo um método de 4* ordem, os erros nas aproximagdes sdo
X (b +0t) = X, 1 + O[6t°]
Xt +2 %) > R 1 + 20[(%)5]
A diferenca entre xj_ je X, ,7 dd uma estimativa do erro de truncacdo cometido
Mg = %ppq ~ Xy 1 ~ O[ot°]
Assim é de esperar que, para passos diferentes 6t e 6t se obtenha uma relacéo entre passo e erro
ot _ (A

5
que se comporta como St (K)

Assim, quando A é a precisdo desejada, se o erro cometido no passo k é Ay > A entdo o calculo

. 0.2
de xj, 1 deve ser repetido com passo ot = 6t (AA) .
k
Se pelo contrario A < A, entéo o préximo ponto X}).+9 Ppode ser calculado com um passo maior
~ 10.2
8t = ot [A) .
A

Transformacoes de Fourier

» INTEGRAIS DE FOURIER
Inicializagoes
Get["GraphicsFilledPlot™]

SetOptions[FilledPlot, Frame - True, FrameTicks - {Automatic, {0, 1, 2}, None, None},
GridLines —» Automatic, RotateLabel — False, DefaultFont — {"Helvetica", 10.}];

— FilterOptions::shdw : Symbol FilterOptions appears in multiple contexts
{Utilities‘FilterOptions‘, System‘Convert‘CommonDump‘}; definitions in context
Utilities‘FilterOptions‘ may shadow or be shadowed by other definitions.

Get["Utilities'Notation®]
Symbolize[?‘__1 ]

-1

Symbolize[F, ~ , WorkingForm — TraditionalForm|

SetOptions[FourierTransform, FourierParameters — {0, 2 r}];
SetOptions[InverseFourierTransform, FourierParameters — {0, 2 r}];
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= DEFINICAO

A transformada de Fourier duma funcéo f .E% (R) é definida por

F1, () =f+oof[x]e2ﬂikxdx = Fk]

sendo a transformacéo inversa

Frl(F) = f+OOF[k] e 2TIRY gl = fa)

o)

Aqui k € R é uma frequéncia espacial ou nimero de ondas (m_l). Substituindo x por tempo t,
deve-se substituir k por uma frequéncia v em unidades (s_l).

s EXEMPLO

A Gaussiana

flx ]:=—e*

- Vr

-2 -1 1] 2

X

Fgrl = FilledPlot[f[x], {x, -2, 2}, PlotRange — {-.2, 1}, AspectRatio —» 2.1/4,
FrameLabel - ({x // TraditionalForm, f[x] // HoldForm // TraditionalForm}),
PlotLabel -» (HoldForm|[f[x] = z] /. z - f[x] // TraditionalForm)];

{{Area == f fixldx, )2 == f " flx)2 dx}} // TableForm

—_ 2 __ 1
Area ==1 [If||# == T

A Transformada de Fourier da Gaussiana é outra gaussiana

Fi [f] == (F[k_] = FourierTransform[f[x], x, k])
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£

E
W= =

Fif)=e?®"

Fik)

Fgr2 = FilledPlot[F[k], {k, —2, 2}, PlotRange — {-.2, 1}, AspectRatio —» 2.1/4,
FrameLabel - ({k // TraditionalForm, F[k] // HoldForm // TraditionalForm}), PlotLabel —
(HoldForm|[F[k] = z] /. z -» F[k] // TraditionalForm), DisplayFunction — Identity];
Show|[GraphicsArray[{Fgrl, Graphics[{Rectangle[{—2.2, —.8}, {2, 1.5}, Fgr2]},
PlotRange - {{-2, 2}, {—.2, 1}}]}], DisplayFunction —» (Display[{"stdout"}, #1] &)];

{{Area == fOOF[k] dk, |[F||? == fOOF[k]2 dk}} // TableForm
Area == % ||F||2 == 1

A transformada inversa d4 a gaussiana original

Fr LF] == InverseFourierTransform[@e_k2 n? , k, x]

Propriedades da Transformada de Fourier

= LINEARIDADE:
FLIAf + Bgl = A73,[f] + BFlgl

m TRANSLACAO:
Ty flxl = flx—al = F(Tq f] = 2710k 7 (f]

¥k [HoldForm[T, f]] == (F,[k] = FourierTransform[f[x — a], x, k] // ExpandAll) // TraditionalForm

7_—k (Taf) —— eZia kﬂ—kz 7T2
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[
1 flr-g) = E__.un'; 1 F_[l=greé=t =
iy

. AN

0 0 e

X
-2 -1 N 1 2 -2 -1 o 2
x &

Fgr3 = FilledPlot[({F,[k] /.a > 2/3// Re, F4[k] /. a - 2/3 // Im}),
{k, -2, 2}, PlotRange — {-.2, 1}, AspectRatio — 2.1/4,
FrameLabel - ({k // TraditionalForm, Fo/3[k] // HoldForm // TraditionalFormj}), PlotLabel —
(HoldForm[F,4[Kk] = z] /. z - (F,[k]) // TraditionalForm), DisplayFunction — Identity];

Fgr4 = FilledPlot[f[x —a] /. a - 2/3, {x, -2, 2}, PlotRange — {-.2, 1}, AspectRatio » 2.1/4,
FrameLabel - ({x // TraditionalForm, Tg/3 f[x] / HoldForm // TraditionalFormy}), PlotLabel -
(HoldForm[f[x — a] = z] /. z - f[x — a] // TraditionalForm), DisplayFunction - Identity];

Show|[GraphicsArray|
{Fgr4, Graphics[{Rectangle[{-2.2, —.8}, {2, 1.5}, Fgr3]}, PlotRange - {{-2, 2}, {—.2, 1}}1} //
Flatten], DisplayFunction — (Display[$Display, #1] &)];

= DILATACAO:

1
S) flxl =flAx] = FRIS) f1= mf’:&[f]

A
¥k [HoldForm[S, f]] == (Fy [k] = FourierTransform[f[A x], X, k] // Simplify[#, A € Reals] &) //
TraditionalForm
k2 72
F (Sy ) == = \
k=A== N
E-f 17 E_.-"' £
AL A= -
1 1
ih
@ JI|' 1'.
. AN
-2 -1 0 1 2
I
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Fgr5 = FilledPlot[((F)[k] /. A - 2/3 // Re, Fi[k] /. A - 2/3 // Im}),
{k, -2, 2}, PlotRange — {-.2, 1}, AspectRatio — 2.1/4,
FrameLabel - ({k // TraditionalForm, Fo/3[k] // HoldForm // TraditionalFormj}), PlotLabel —
(HoldForm[F, [k] = z] /. z -» (F, [Kk]) // TraditionalForm), DisplayFunction — Identity];

Fgr6 = FilledPlot[f[2/3 x], {x, -2, 2}, PlotRange — {-.2, 1}, AR - 2.1/4,
FrameLabel - ({x // TraditionalForm, Sg/3 f[x] // HoldForm // TraditionalForm}), PlotLabel —
(HoldForm[f[Ax] = z] /. z - f[Ax] // TraditionalForm), DisplayFunction - Identity];

Show[GraphicsArray|
{Fgr6, Graphics[{Rectangle[{-2.8, —1.0}, {2, 1.8}, Fgr5]}, PlotRange - {{-2, 2}, {—.2, 1}}]} //
Flatten], DisplayFunction — (Display[$Display, #1] &)];

m DERIVACAO:
Fplox™ 1 = Qrik)" FpIf]

Fx [HoldForm[DIf, {x, 2}]]] ==
(Fs[k] = FourierTransform[D[f[x], {x, 2}], x, k] // Simplify[#, A € Reals] &) // TraditionalForm

2

o< f 2 2

Tk[———-“a 2]== 4K 252
X

Ff e [@daf-2)
a2~ Jr

Falfi=-d ¥ ¥ I

Felfg O

Fgr7 = FilledPlot[Fs[k] // Re, {k, —2, 2}, PlotRange — {—1, 1}, AspectRatio —» 2/4,
FrameLabel - ({k // TraditionalForm, Fs[k] // HoldForm // TraditionalForm}), PlotLabel —
(HoldForm|[Fs[k] = z] /. z —» (Fs[k]) // TraditionalForm), DisplayFunction — Identity];

Fgr8 = FilledPlot[D[f[x], {x, 2}], {x, —2, 2}, PlotRange - {-1, 1}, AspectRatio » 2/4,
FrameLabel - ({x // TraditionalForm, D[f, {x, 2}] // HoldForm // TraditionalForm}),
PlotLabel » (HoldForm[D[f, {x, 2}] = z] /. z - (D[f[x], {x, 2}] // Simplify) // TraditionalForm),
DisplayFunction — Identity];

Show|[GraphicsArray|
{Fgr8, Graphics[{Rectangle[{-2.4, —.8}, {2, 1.5}, Fgr7]}, PlotRange - {{-2, 2}, {-.2, 1}}]} //
Flatten], DisplayFunction — (Display[$Display, #1] &)];
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m CONVOLUCAO:

faglx] =f_+°° flelolx-£ldé = Filf«d = Filfl1Fld

(0]

O EXEMPLO

2
Defina-se uma nova funcéo g[x] = e~ (X=2) sin(2 x):

g[x_] := Sin[2 x] e~ %2

Pela definicao, a convolucao de g com f é:

1 2 1
el == 2 %273 Sin(X + 2)
%k == \/5
" " +oo ﬁ . . . .
fxg"[x] == (f fl&] g[x — €] df) /| ExpToTrig // TrigReduce // Simplify // At[-1,
s HoldForm|Ve¢ |

TrigToExp] // At[-3, 2, Simplify[Together[#]] &] // ReleaseHold | // TraditionalForm

Se calcularmos a Transformada de Fourier de g[x] obtemos G[k] = 73 [g]

Fx gl = (G[k] = FourierTransform[g[x], x, k] // FullSimplify) // TraditionalForm

Fie(Q) == %M—kn(n k+(2-80)-(1+41) (_Bi , Akm) 7

A transformada inversa do produto F[k] G[k] deve ser igual a convolucéao f = g [X]

1l 2 1
1 e 2 X273 Sin(X + 2)
Fo T(FG) ==
V2
F L[F G] ==
fg[x] = InverseFourierTransform[F[k] G[Kk], k, x] // ExpToTrig // TrigReduce //
HoldForm[\/z ]

Simplify // At[-1, TrigToExp] //

At[-3, 2, Simplify[Together[#]] &] // ReleaseHold | // TraditionalForm

(a) — Graficos
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1 = :;; glx]=e=" =in(2 £
. _,,>fﬂ\
a0 ™
7 T
i

/
1 IIUI-II 1
-4 -2 1] 2 4

X

Fgrl = FilledPlot[{f[x], g[x]}, {x, —4, 4}, PlotRange - {—1, 1}, AspectRatio - 2.1/4,
FrameLabel — ({x // TraditionalForm, f[x] // HoldForm // TraditionalForm}), PlotLabel —
({HoldForm[f[x] = z] /. z — f[x], HoldForm|[g[x] = z] /. z - g[x]} // List // TableForm //
TraditionalForm), Fills — {{{1, Axis}, gr}, {{2, Axis}, RGBColor[1, 1, 0]}}];

’ Filj=e?¥ ¥ (r[k)= £ § gz PRE-AN -0 [- B4 7] 7
A0 1
fnl Y1
A |
i g IR AT AN
o R NEVERY
WYERY
T
v
% - : ) ;
k

Fgr9 = FilledPlot[{F[k], G[k] // Im}, {k, -2, 2},
PlotRange — {—1, 1}, AspectRatio —» 2/4, FrameLabel — ({k // TraditionalForm,
{Fk] // HoldForm, G[k] // HoldForm} // TableForm // TraditionalForm}),
PlotLabel » ({{HoldForm[F[Kk] = z] /. z - (F[k]), HoldForm[G[k] = z] /. z -» (G[k])}} //
TableForm // TraditionalForm), DisplayFunction —»
(Display[$Display, #1] &), Fills — {{{1, Axis}, gr}, {{2, Axis}, RGBColor[1, 1, 0]}}];

7 =37-x sinfi+d]

'z

gl x]=

Mgl 2] O 1
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Fgr2 = FilledPlot[{fg[x]} // Chop, {x, —4, 4}, PlotRange - {-1, 1},
AR - 2.1/4, FrameLabel - ({x // TraditionalForm, "fxg"[x] // TraditionalForm}),
PlotLabel - (HoldForm|["fxg"[x] = z] /. z - fg[x] // TraditionalForm)];

Correlacio: Corrlf, gllx] = eroo flé+x1gléldé = FplCorrlf, gll = T [f] 7 [g]*

—00

Pela definicéo,
1 2 1
Cortf, @) == <~ Y2 sine-x
) g - \/E
9 Ve . . _
Corrlf, g] == ( f flx+ &) gléldé ) /| ExpToTrig // TrigReduce // Simplify // At[-1,
s HoldForm[\/; |

TrigToExp] // At[-3, 2, Simplify[Together[#]] &] // ReleaseHold | // TraditionalForm

Usando InverseFourierTransform do produto F[k] G[k]*:

_ L
2 sin(2-x)

V2

-3 (x+2)?

Fr L(FG*) == =

Fx 1 [FG*] = (CX If, gl = (InverseFourierTransform[F[k] Conjugate[G[k]]

// Simplify[#, k € Reals] & // Release, k, x]

Ve
HoldForm[\/Z ]
z_Cosh > TrigReduce[z] /. z_Sinh > TrigReduce[z] // Simplify //

// Simplify[# // ExpToTrig, x € Reals] &] /.

At[-1, TrigToExp] // At[-3, 2, Simplify] // ReleaseHold] // TraditionalForm

(a) — Graficos
e W -x minf2-

Ca (8= ey

C[re 0 ’.

_q _Z 0 Z 4
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Fgr2 = FilledPlot[{Cx[f, g]} // Release, {x, —4, 4}, PlotRange — {-1, 1}, AspectRatio » 2.1/4,
FrameLabel - ({x // TraditionalForm, "C«[f,g]" // TraditionalForm}),
PlotLabel » (HoldForm[Ck[f, g] = z] /. z » Ck[f, g] // TraditionalForm)];

Auto-Correla¢do (Wiener-Khinchin): y [Corr|f, f]] = [F [f]|2

Poténcia Espectral (Parseval): P = f+oo |f[x]|2 dx = f+°° 17 [f]|2 dk

Séries de Fourier

O DEFINICAO

flx] = a70 + Z [an Cos[nL—jr x| +bp Sin[% x])
n=1
1 2L 1 2L
ap = Z £C+ flx] Cos[nL—ﬂ x] dx N by = Z j:+ flx] Sin[nL—7r x] dx
asd . nxw
flxl= > epe L7
n=—oco
1 .
3 an,-ib,) @®m>0
1 c+2 L ) ht x 1 .
Cp = — flxle L “dx=|=@_p+ib_p) (n<0)
L Je 2 s
5 a, (n=0)
O EXEMPLOS
<< Calculus‘FourierTransform*
. 1 .
b_] := FilledPlot UnitStep| ———— - Ab , — UnitStep| ——— - Ab ,
swib_J := FilledPlotl{ 75 2y UnitStep| 5 oy —Abstxll, — gpoppy UnitSterl 5oy ~Absixll)

1 1
5 = S Apsl” 2Abs[b]}
DisplayFunction —» Identity] /] (#1 /. #1]1, 1] > (Drop[#1, {1, 2}] &)[#1]1, 1]] &);

, GridLines —» None, Frame — False,

As definicoes aqui implementadas séo:

(a)- ¢p = f 11//22 f®e27int gt com FourierParameters — {0, 1} ou

(b) — cp = p|1-a)/2 fll//(zlll;l')) f(He27ibnt g4 com FourierParameters — {a, b}.
-1/
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As funcoes aqui presentes FourierSeries constroem aproximacoes da funcao f[x] a partir dos
seus coeficientes de Fourier, i.e. implementam a Transformada Inversa de Fourier de 7 [f]. As
respectivas definicoes sdo

k .
f[x] = Z cp e 2mint com FourierParameters — {0, 1}
n=-k

ou

k :
f[x] = [b|(1+8)/2 > en e=27ibnt  com FourierParameters — {a, b}
n=-*k

Simplify /@ FourierSeries[x +x2, x, 8]

1 e imx1-2in N etiTX (14 2in) N e 817X (~1+3in) N e 87X (1-4in)

— +
12 8 n2 8 n2 18 2 32 12
SITX (1 +4in) e 0X(—145in) e 27X 1 -6in) 27X (1+6in)
+ + +
32 12 50 2 72 12 72 12
e 1HTX (—1+Tin) e 0IX(1-8in) e0I™X(1+8im) ie?TX(-i+n)
+ + -
98 12 128 72 128 72 2 12
ie2i"X Gy jeSITX(—i+38m)  iel%X(—i+Bn)  iel*iTX(—i+Tnm)
2 2 18 n2 50 72 98 72

FourierTrigSerieS[x + X2, X, 8]

1 _ Cos[2 7 x] N Cos[4 7 x] _ Cos[67x] Cos[87x] _ Cos[10 7 x] N

12 2 472 o2 | 1672 25 72
Cos[12 7 x] _ Cos[14 7x] N Cos[16 7x] . Sin[2 7 x] _ Sin[4 7 x] .
36 12 49 72 64 r2 n 2n
Sin[6 7 x] _ Sin[8 7 x| . Sin[10 7 x] _ Sin[12 7 x] N Sin[14 7 x] _ Sin[16 7 x]
3 47 5r 6r Tn 8x

A representacdo da funcdo antisimétrica f[x]=x no intervalo [-1/2, +1/2] através duma série
de Fourier é periédica com periodo 2L = 1.
2

1.4
1

/
AT T
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Show[{sw[1], Plot[{x, FourierTrigSeries[x, x, 8]} // Release, {x, -2, 2},
PlotStyle —» {RGBColor[1, 0, 0], RGBColor[0, 0, 1]}, DisplayFunction — Identity]},
DisplayFunction - (Display[$Display, #1] &), ImageSize — 180,
AspectRatio — 1, PlotRange - {-2, 2}];

Com a opcdo dada por FourierParameters — {0, b} o intervalo de amostragem de f[x] é

1 1 .
~ L, 1) Aquib=1/6.
=S * gy A b =1/

Show[{sw][.3], Plot[{x, FourierTrigSeries[x, x, 8, FourierParameters — {0, .3}]} // Release, {x, -2, 2},
PlotStyle - {RGBColor[1, 0, 0], RGBColor[0, 0, 1]}, DisplayFunction — Identity]},
DisplayFunction — (Display[$Display, #1] &), ImageSize — 180,
AspectRatio — 1, PlotRange - {-2, 2}];

X

1+x4
[-3, 3] (azul), através de uma série de poténcias de ordem 8 (vermelho) e uma série de Fourier

com 4 frequéncias (verde).

no intervalo

O grafico seguinte mostra a qualidade da reconstrucéao do sinal original f(x) =

-2 L

Show|{sw([1/6.], Plot|[{Series[x /(1 + x4), {x, 0, 8}] // Normal, If[Abs[x] < 3, x /(1 + x4), 0],

FourierTrigSeries[x / (1. + x4), X, 4, FourierParameters - {0, 1/ 6.}] // Chop // Re} //

Release, {x, —6, 6}, PlotStyle — {{Thickness[0.003‘], RGBColor[1, 0, 0]},
{Thickness[0.008‘], RGBColor|[0, 0, 1]}, RGBColor|[0, 1, 0]},

PlotPoints —» 60, DisplayFunction — Identity] },

DisplayFunction — (Display[{"stdout"}, #1] &), PlotRange —» 2{-1, 1},
ImageSize —» 180, AspectRatio —» 4/12,
Ticks - {Automatic, Range[-2, 2]}];
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O ORTOGONALIDADE

As funcoes sn(x):Sin[n—E—x] e cm :Cos[n—ﬁ—x] formam uma base ortonormada de

£2([-L,L]), i.e. (s |Sm) = 6nm, (cn | Sm) = 0, (cn | cm) = 6nm.

1 c+2 L ble ble
(Sp | Sm) = T f Sin[n T x] Sin[m T X] dx [/ FullSimplify[#, {m, n} € Integers] &
C

1 c+2 L T T
(8p | sp) = T f Sin[n T x] Sin[n T x] dx // FullSimplify[#, {n} € Integers] &
C

1

1 c+2 L T b8
n | Sm) = f Cos[n f x] Sin[m f x] dx /| FullSimplify[#, {m, n} € Integers] &
c

L
0
1 c+2 L T Vi
(cp | sp) = T f Cos[n T x| Sin|n T x| dx // FullSimplify[#, {m, n} € Integers] &
¢
0
1 c+2 L Vi T
(ep | ep) = T f Cos[n T x| Cos|n T x| dx // FullSimplify[#, {n} € Integers] &
c
1

Transformada Rapida de Fourier

Os algoritmos que implementam a transformada rapida de Fourier assumem que a funcéo a
transformar h({) esta definida e amostrada num intervalo 0 < / < (N-1)Ax, com valores

qr = h({y) onde { =rAx para (r=0, 1, ..., ns—1). Dai que, para amostrar e transformar uma
funcdo f(x) numa janela 7 = [—%, %] de largura A = N Ax seja necessario transladar toda a

funcéo por %, e efectivamente definir uma nova funcéo h({y) = f({r - %) = f((r - g—) Ax)

No Mathematica, a Transformada de Fourier discreta de uma lista {qy} de N pontos é a lista
{44} onde

/
; 1 N ezmz(s'—n%
) = —/—
s YN erzl i
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Se pusemos Ak = 2T7r, s=s’ -1, r=r" -1 entdo

. N-1 i( 27 s)r Ax N-1 ;
dg+1 = % Z dr+1 € ( A ) = % Zr—O h(ly) et *s ‘r

r=0
0 para s =0
s Ak paras=1, ..., g——l
s = Noag para s = «13- (aliasing)
_ N
(s —N) Ak paras—3+1, ey, N=1

Designando por xy = {p — % = (r - E) Ax os pontos no intervalo 7, podemos reescrever

N 1 ZN_I ikg (
ds41 = 7= h({p)e s or =
s+1 \/ﬁ =0 r

- A

1 N-1 f le(Xr‘l““‘“)

L g (xp) e 2) -
N I‘:O r

IKg & 1 N-1 iKg X ins ¢
VAX e 2 W 0 fxp) et ks Xr | = VAx e f(kg)
r=

Assim conclui-se que

1

fQ(KS) = \/—A—)z

Estes coeficientes g diferem em sinal alterno dos provenientes de implementagdes C de FFT,

—I7TS A
e As+1

onde o primeiro elemento duma lista tem indice O.

Convém ainda indicar que, de acordo com as normas da FFT,
(a) — o primeiro coeficiente QS/ _1 corresponde a frequéncia (‘'nimero de onda’) Ky _1 = 0.

(b) - os primeiros coeficientes QS; (s’ =2, ..., 1;1) correspondem as frequéncias positivas

Ky _1 =6 = 1Ak

(c) = o coeficiente q N 1 corresponde ao ponto de ’aliasing’ Ky _1 = % Ak = (s’ —1)Ak
ot
2

(d) — e os ultimos QS; (s’ = % +2,..., N) vao das frequéncias mais negativas para as menos

negativas ks _; = (s’ —1-N)Ax.

11/9/0¢
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E assim desejavel definir um operador sortft[list] que produza uma lista {pK } ordenada crescen—
temente com a frequéncia: o indice k aqui corresponde portanto a uma frequéncia

f = 2ny (k— ns _ ) Note-se ainda que f é uma frequéncia, e ndo uma frequéncia angular
ns
w=2nrf.

Assim, o resultado de Fourier[Cdata] - sftdata ndo é directamente a transformada de Fourier
da discretizagdo, é necessario inverter o sinal dos coeficientes de dois em dois para obter ftdata
e depois rearranjar com sortft[ftdata] para obter os verdadeiros coeficientes! Contudo, para
inverter com InverseFourier deve-se usar o formato de sftdata.

m NOTAS DE IMPLEMENTACAO

A discretizacdo de uma funcéo f(x) num intervalo I = (X iy, Xmax], utilizando N =ns =2"
pontos pode ser efectuada definindo um operador Sample[f, n, 7], cujos produtos sio:

Cdata Lista de 2™ valores complexos f [%5]
ny Frequencia de Nyquist = % ST
sr Taxa de Amostragem = N

Xmax ~Xmin
XmaxXmin

Ax  Resolucdoda Amostragem = N

Se em vez de uma janela de amostragem 7 se pretende fixar uma frequéncia de Nyquist
ny = % sr do espectro, é mais util definir a funcdo SamplingWindow[ny, ns, x5] que produza

uma janela adequada Iy centrada no ponto xo. Note-se que se X = 0, a amostra r corresponde
a coordenada xy = (r - %)Ax Uma vez definida a janela de amostragem 7 bem como a resolu—

c¢do n = logg (N) (ou equivalentemente a frequéncia de Nyquist ny) é possivel efectuar uma trans—
formada rapida de Fourier definindo FFTAnalyse[f, n, ny] cujo produto, entre outros, é uma
lista sftdata de coeficientes de Fourier complexos.

Pode-se  também  definir  operadores como  displayFT[freqdata, tks, opts] e
displaylFT[spacedata, tks, opts] que produzam os graficos de Fourier e InverseFourier a
partir de listas de coeficientes apropriados.

A transformada de Fourier em tempo da funcéo de correlacdo P(t) num intervalo 7~ = [0, T] feita

com N incrementos At = % necessita da amostragem P(t;) em instantes 0 <ty < (N —1)Ar com

ty =rAr, o que permite resolugbes em frequéncia Av = zTﬂ A largura de banda é assim

lv| < N Ay = AL’ o que significa que At deve ser escolhido de forma que as energias (de facto as
T

2
frequéncias ja que estamos a fazer 7 = 1) dos estados ligados v < AV 5% estejam incluidos nesta

banda, e por isso At < —%F—.
AVmax
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