
O Módulo de Cálculo (Kernel)

� Avaliação de Expressões

O Kernel do Mathematica é o responsável por todos os cálculos, simbólicos ou numéricos, necessá−
rios  para  reponder  a  um  pedido  de  avaliação  do  FrontEnd.  Por  exemplo,  se  escrevermos  uma
expressão ( Sin, Arc Cos e TrigExpand são nomes de funções nativas do Mathematica),

TrigExpand@Sin@x - ArcCos@yDDD
dentro  de  uma  célula  de  Input,  e  avaliarmos  esta  expressão,  todo  o  trabalho  intermédio  que
envolve a interpretação da célula bem como a consulta de bibliotecas trigonométricas com infor−
mação das propriedades das funções nativas envolvidas para executar o pedido é feito pelo Ker−

nel,  que no fim devolve para o  FrontEnd  o  resultado para ser formatado como Output  numa
nova célula:

-
"###############1 - y2 Cos@xD + y Sin@xD
Todas as células Input  e Output  visíveis num Notebook podem ser guardadas com o Notebook
onde estão escritas. Contudo, os cálculos do Kernel e as células que forem apagadas ou reescri−
tas perdem−se cada vez que se desliga o Kernel. Por outro lado, numa mesma sessão do Kernel
é  possível  recuperar  células de  Input  e  Output  que  tenham sido  apagados ou  alterados a  um
dado  ponto.  De  facto  em  cada  sessão  do  Kernel  existe  um  contador  $Line  para  o  número  de
vezes que este é chamado pelo FrontEnd para calcular uma expressão. 

$Line

2

Pode−se  utilizá−lo  para  reeditar  ou  reavaliar  uma  expressão  préviamente  submetida,  por  ex
InString@$Line - 2D.

NotebookWrite@SelectedNotebook@D, Cell@BoxData@ToExpression@InString@1DDD, "Input"DD
TrigExpand@Sin@x - ArcCos@yDDD
á Primeira avaliação

Para começar a  comunicação entre o  Kernel  e  o  FrontEnd,  basta  avaliar uma célula de Input.

Isto é feito usando a combinação ÷ç ou Kernel  Å Evaluation  Å Evaluate Cells  com o cursor

dentro de uma célula de Input ou tendo seleccionado várias células deste tipo. 
Se  não  quiser  avaliar  nada  pode−se  começar  um  Kernel  na  máquina  local  usando  o  seguinte

comando do menu  Kernel  Å Start Kernel  Å LocalKernel . 

As  avaliações  seguintes  serão  feitas  com  a  mesma  combinação  ÷ç  ou  com  a  tecla  ó  do
teclado numérico.
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Células de Inicialização

Ao iniciar a avaliação de expressões num Notebook o Kernel verifica se existem células especiais
designadas  de  Initialization Cells  em  qualquer  parte  do  Notebook.  Estas  células  são  células
normais de  Input  com a propriedade InitializationCell ® True,  o  que geralmente indica que
são  definições  prévias  necessárias  para  o  bom  funcionamento  de  outras  funções  definidas  no
Notebook.   As  células  de  initialização  são  distinguidas  por  terem  um  pequeno  I  adicionado  ao
delimitador  da  célula,  e  podem  ser  marcadas/desmarcadas assim  seleccionando−as  e  usando  o

menu  Cell  Å Cell Properties  Å Initialization Cell .

Figura 9

á Ciclo de Avaliação

(a) − A variável $Pre é avaliada antes de cada novo Input.

(b) − A expressão a avaliar é verificada para detectar erros de sintaxe.

(c) − Se passar, a expressão resultante é avaliada pelo Kernel.

(d) − O resultado é processado adicionalmente se a variável $Post estiver definida.

(e) − A expressão resultante é escrita no FrontEnd como células de Output.

?? $Pre

$Pre is a global variable whose value, if set, is applied to every input expression. More¼

$Pre := HHello@#D &L
"isto é uma expressão"

Hello@isto é uma expressãoD
?? $Post

$Post is a global variable whose value, if set, is applied to every output expression. More¼

$Post := HBye@#D &L
Bye@Hello@NullDD
"isto é outra expressão"

Bye@Hello@isto é outra expressãoDD
Clear@$Pre, $PostD
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Hello@NullD

� Paleta - Cálculos e Funções Básicas do Mathematica

Muitas das expressões matemáticas usadas durante uma sessão no Mathematica, sejam algébri−
cas  ou  gráficas,  podem  ser  introduzidas  a  partir  da  paleta  intitulada BasicCalculations,  que

pode ser aberta com a sequência de comandos de menu File  Å Palettes  Å BasicCalculations . De

início é aliás um bom auxiliar para garantir a correcta sintaxe e utilização dos comandos. 

Plus@a, bD a + b

Subtract@a, bD a - b

Times@a, bD a ´ b

Divide@a, bD a������
b

Minus@aD -a

Power@a, bD ab

Sqrt@aD �!!!!
a

Power@a, Power@b, -1DD �!!!!
a

b

N@ΠD 3.14159

N@Π, 8D 3.1415927

Note  que Subtract@a, bD  é  sempre convertido em Plus@a, -bD  Além disso a  operação Plus tem
atributo  Orderless,  o  que  significa  também  que  b - a = Plus@b, -aD  é  sempre  convertido  em
-a + b = Plus@-a, bD devido à ordem lexicográfica dos símbolos.
Times@a, bD,  a ´ b  e  a * b  são  sempres  convertidos  em  a b  onde  o  espaço  entre  a  e  b  também
representa  o  produto  de  a  e  b.  A  operação  de  produto  Times  tem  igualmente  o  atributo
Orderless,  o  que  significa  que  é  comutativo  e  ordena  automáticamente  os  multiplicandos  pela
ordem lexicográfica, i.e. z X a 4 d ® 4 a d X. 
A operação Divide@a, bD de facto não existe de ’per se’, e reduz−se a Times@a, Power@b, -1DD. Esta
diferença  é  importante  de  notar  porque  a  expressão  

�!!!!!!!!!!!!
expr  não  aparece  em  1����������������������!!!!!!!!!!!!!

expr
 embora

pareça  existir  no  denominador.  De  facto  
�!!!!!!!!!!!!

expr º Power@expr, Rational@1, 2DD  e
1����������������������!!!!!!!!!!!!!

expr
º Power@expr, Rational@-1, 2DD. 

"Curso de Mathematica" 3

© A. Rica da Silva,Prof. IST −3− 11/9/06



4 d

4 d

O Mathematica não faz hipóteses sobre a natureza dos símbolos que encontra. Assim 
�!!!!!!!!

-a  não é

necessáriamente um imaginário, nem "###################H1 + aL2  se reduz a 1 + a.

Equal@a, bD a � b

Solve@a x - c == b, xD 99x ® b+c�������������
a
==

Solve@8x - y � a, x + y � b<, 8x, y<D 99x ® a+b��������������
2

, y ® -a+b������������������
2
==

NSolveAx2�3 + 2 x � 2, xE 88x ® 0.631837<<
ExpandAHa + bL2E a2 + 2 a b + b2

FactorAx a2 + x2 aE a x Ha + xL
TogetherA a������

b
+ c������

d
E b c+a d�����������������������

b d

ApartA b c+a d�����������������������
b d

E a������
b

+ c������
d

CancelA b d+a d������������������������
b d

E a+b��������������
b

A  igualdade  lógica  é  representada  pelo  símbolo  �  obtido  a
partir  de  dois  caracteres  =  seguidos.  Um  só  =  é  reservado
para atribuição de valores a símbolos (Set). Assim x � a+y  é
uma equação, enquanto  x = a+y  não o é porque é imediata−
mente   substituído  pelo   valor   a+y  associado  doravante  ao
símbolo x.
O  resultado   de  Solve  [eqns,vars]   é  sempre  uma  lista  de
regras  de  substituição  que  podem  ser  usadas   para  avaliar
expressões  que  incluam  as  variáveis  vars  em  relação   às
quais foram resolvidas as equações  eqns.
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SimplifyA4 a2 - 12 c a + 9 c2E H2 a - 3 cL2
FullSimplify@xH1 + xL Gamma@xDD Gamma@2 + xD
SimplifyA d+

"########################################4 a2-8 a b+4 b2
������������������������������������������������������������������

a-b
, a > bE 2 a-2 b+d��������������������������������

a-b

FullSimplifyA d+
"########################################4 a2-8 a b+4 b2

������������������������������������������������������������������
a-b

, a > bE 2 + d��������������
a-b

SimplifyA"###################Hx + yL2 , 8x, y< Î RealsE Abs@x + yD
SimplifyA"###################Hx + yL2 , x > 0 ß y > 0E x + y

FunctionExpandAI2 x - x2 MaE H2 - xLa xa

Os  operadores  de  simplificação  de  expressões  algébricas
podem  incluir  um  segundo  argumento  com  condições  a  ter
em  conta  quando  se  simplifica  uma  expressão.  Em  geral
estas  condições  são  expressões  booleanas  (True  ou  False)
envolvendo  símbolos  que  aparecem  na  expressão  a
simplificar.

1 +
�!!!!

3 Î Algebraics True

Π Î Algebraics False

1 + ä Î Complexes True

1 + ä a Î Complexes 1 + ä a Î Complexes
4������
3

Î Rationals True

1.5�����������
3

Î Reals True

1.5�����������
3

Î Rationals False

15����������
30

Î Rationals True

5 Î Integers True

5. Î Integers False

� Uso de Parêntesis em Mathematica

H termo L Curvos para agrupar termos dentro de expressões...

H* frase *L Curvos com * para declarações e comentários ...

8 a1, a2, a3 < Chavetas só para Listas, Matrizes ou Conjuntos!

f @argsD Rectos H1 vezL para argumentos de funções ...

expr@@índiceDD Rectos H2 vezesL para índices localizando partes de ’  expr ’.

"Curso de Mathematica" 5

© A. Rica da Silva,Prof. IST −5− 11/9/06



Os Parêntesis em Mathematica  têm usos diferentes que em C.  Os parêntesis curvos já não são
usados para delimitar os argumentos de funções fHargsL, papel desempenhado sempre por parên−
tesis rectos f@argsD. 

f  Ha, bL
~ Syntax::sntxf  :  "H" cannot be followed by "a, bL".
~ f  Ha, bL

f@a, bD
f@a, bD

Os parêntesis curvos servem mais para delimitar termos dentro de expressões. O esquecimento
de parêntesis curvos pode ter sérias consequências ... Por exemplo, escrevendo:

x^2 �3
x2
����������
3

porque a operação  Power (^) tem maior precedência que a de divisão. Já escrevendo : 

x^ H2 �3L
x2�3

Escrevendo em notação bidimensional alguns parêntesis deixam de ser necessários.

x2�3

x2�3

Em  de  células  de  Input  podem−se  incluir  comentários  dentro   da  combinação  de  símbolos
H* ¼ *L, muito à semelhança do C com a sua forma � * ¼ * �.  Estas expressões não são avaliadas
pelo Kernel. 

As chavetas 8< têm também uma função específica, que é a de representar objectos do tipo lista,
como conjuntos, vectores ou matrizes, por ex. 8a1, a2, ¼, an< º List@a1, a2, ¼, anD

x = 8a1 , a2 , a3<; H* x é um vector com três componentes *L
norm =

�!!!!!!!!
x.x H* O produto escalar é Dot[x,x]ºx.x *L

"#############################a1
2 + a2

2 + a3
2

A função FullForm mostra a representação interna de cada expressão do Mathematica. 

FullForm@xD
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List@Subscript@a, 1D, Subscript@a, 2D, Subscript@a, 3DD
A função List@D é linear a associativa. É também distributiva para certas operações mas não para
outras.

Α 8a1 , a2< + Β 8b1 , b2<
8Α a1 + Β b1 , Α a2 + Β b2<
8a1 , a2< � 8b1 , b2<
9 a1

����������
b1

,
a2
����������
b2
=

8a1 , a2<8b1 ,b2 <

9a1
b1 , a2

b2 =
Log@8a1 , a2<D
8Log@a1D, Log@a2D<
Equal@8a1 , a2<, 8b1 , b2<D
8a1 , a2< == 8b1 , b2<

Qualquer expressão expr  em Mathematica é  um aglomerado de  símbolos e  operações.  As  suas
partes  componentes podem ser  manipuladas usando a  função nativa  Part@expr, pos_ListD  ou
abrevidamente expr@@pos_listDD . 

FullForm@Sin@x + zDD
Sin@Plus@x, zDD

A estrutura seguinte mostra explicítamente as posições dos diversos elementos que compõem a
expressão Sin@x + zD

Sin

ª
0

@ x�
1,1

+ z�
1,2«¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬­ ®¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬

1

D
O índice  0  representa  a  cabeça da  expressão,  enquanto  que  o  1  representa o  primeiro  (e  único
neste  caso)  argumento  da  cabeça  da  expressão.  Este  primeiro  argumento  Plus@x, zD º x + z  por
sua vez tem dois argumentos 1, 1 e 1, 2 que são x e z. Ou seja:
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Sin@x + zDP0T ® Sin
Sin@x + zDP1T ® x + z
Sin@x + zDP1, 1T ® x
Sin@x + zDP1, 2T ® z

A parte ’0’ de qualquer ’expr’ é a ’cabeça’ (Head@exprD) da expressão. 

x = 8a1 , a2 , a3<;
8xP0T, Head@xD<
8List, List<

Sendo x = 8a1 , a2 , a3<  uma lista simbólica, as operações de soma e Sin distribuem−se pelos seus
elementos:

x + z

8z + a1 , z + a2 , z + a3<
Sin@x + zD
8Sin@z + a1D, Sin@z + a2D, Sin@z + a3D<
8Sin@x + zDP0T, Head@Sin@x + zDD<
8List, List<

Se  a  função  f@a, bD  estiver  definida,  então  f@a, bDP0T = Head@f@a, bDD  é  a  cabeça  da  expressão
que usámos para definir f@x_, y_D. 
A cabeça de f@a,bD = a2 - b é assim f@a, bDP0T º Head@f@a, bDD = Plus.

Nunca  confundir  a  função  f@xD  com f@@xDD:  esta  última notação  representa  a  função  Part@f, xD,
onde  f  pode  ser  qualquer  expressão,  e  x  designa  um conjunto  de  índices  inteiros  especificando
partes de f.

FullForm@fPzTD
~ Part::pspec :  Part specification z is neither an integer nor a list of integers.

Part@f , zD
xP1T H* Part@x,iD º xPiT *L
a1

xP81, 3<T H* Partes designadas por conjuntos de posições *L
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8a1 , a3<
M = 8x, x �. a ® b< H* Matrizes são Listas de Listas Hdim=2L *L
88a1 , a2 , a3<, 8b1 , b2 , b3<<
MatrixForm@MD
ikjjj

a1 a2 a3

b1 b2 b3

y{zzz

MP0T
MP1T
MP1, 2T
List

8a1 , a2 , a3<
a2

M.8c1 , c2 , c3< ��MatrixForm

ikjjj
a1 c1 + a2 c2 + a3 c3

b1 c1 + b2 c2 + b3 c3

y{zzz

8c1 , c2 , c3<.M
~ Dot::dotsh :  Tensors 8c1 , c2 , c3< and 88a1 , a2 , a3<, 8b1 , b2 , b3<< have incompatible shapes.

8c1 , c2 , c3<.88a1 , a2 , a3<, 8b1 , b2 , b3<<
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Computação Simbólica

� Atribuição e Substituição

Tabela 6

 

Alias Função Acção

x = expr Set@x, exprD define o símbolo x como sendo expr, o qual
pode ser um número ou uma expressão
simbólica contendo outras variáveis

x := expr SetDelayed@x, exprD define x como a expressão literal de expr
só avaliando expr quando x é usado

x =. Unset@xD apaga qualquer definição associada ao símbolo x.

Clear@xD faz o mesmo que Unset@xDmas deixa Atributos de x

Remove@xD Remove x da lista de símbolos Global.

expr �. 8x ® valx , ¼< ReplaceAll@expr, 8x ® valx , ¼<D substitui em sequência as ocorrências de x, ¼

em expr por valx , ¼ imediatamente.

expr ��. 8x ® valx , ¼< ReplaceRepeated@expr, 8x ® valx , ¼<D substitui repetidamente as ocorrências de x, ¼

em expr por valx , ¼ até expr não mudar mais.

expr �. 8x ¦ valx , ¼< ReplaceAll@expr, 8x ® valx , ¼<D substitui as ocorrências de x, ¼ em expr por
valx , ¼ mas só quando expr é avaliada

A atribuição de ´valores´ simbólicos ou numéricos (reais ou complexos) bem como a substituição
numa dada expressão de símbolos, sub− expressões ou padrões por valores simbólicos diferentes
é uma das características do processamento do Mathematica. Note−se que enquanto uma atribui−
ção fica registada em memória durante uma sessão de trabalho do Kernel, uma substituição só é
válida para a avaliação da expressão a que está aplicada. 

á Atribuição Imediata de uma expressão a um símbolo

 x = expr ou Set@x, expr D
A atribuição de um nome x a uma expressão (simbólica ou numérica) expr é realizado pela fun−
ção  nativa  Set@x, exprD  ou  abreviadamente x = expr.  Esta  atribuição  é  uma associação  Ime−

diata  do  símbolo x  à  expressão expr,  sendo  que  todos  os  símbolos com valores  associados que
entram em  expr  são  substituídos  pelos  seus  valores  antes  de  se  fazer  a  atribuição.  Depois  da
atribuição imediata ao símbolo x, mudanças nos valores dos símbolos em expr apenas afectam x
se  à  altura  da  atribuição  esses  símbolos  não  tiverem  um  valor  associado.  A  operação  inversa
desta atribuição é óbviamente Unset@xD que limpa qualquer associação de valores ou expressões
com o símbolo x.

a passa a ser um símbolo puro.

a =.
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b fica associado com Π /2

b =
Π
������
2

;

b é substituído pelo seu valor associado antes da atribuição de x.

x = TanAa2 - bE ;
FullDefinition@xD
x = -Cot@a2D

se atribuir um valor a a isso reflecte−se na avaliação final de x

a = Π;
x

-CotAΠ2E
A definição de x inclui agora o valor associado de a.

FullDefinition@xD
x = -Cot@a2D
a = Π

Como b já não entra na definição de x, alterá−lo agora não afecta x.

b =
Π
�������
4

;

x

-CotAΠ2E
FullDefinition@xD
x = -Cot@a2D
a = Π

á Atribuição Retardada de uma expressão a um símbolo

x := expr ou SetDelayed@x , expr D
SetDelayed@x, exprD   ou  x := expr  é  a  forma  de  fazer  uma  atribuição  Retardada,  i.e.  uma
atribuição  a  x  duma  expressão  expr  cujos  símbolos  só  são  avaliados  quando  se  invoca  x.  Isto
permite manter a forma da expressão independente das definições dos seus símbolos à altura da
atribuição. Por outro lado, de cada vez que x é invocado, expr é processada de novo, mesmo que
não tenha havido qualquer mudança nos valores dos seus símbolos, o que se torna oneroso espe−
cialmente em ciclos repetitivos.
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a =.

b =
Π
������
2

;

x := TanAa2 - bE;
FullDefinition@xD
x := Tan@a2 - bD
b = Π�����

2

Agora x é sensível a mudanças nas associações de a e de b.

a = Π ;

b =
Π
������
4

;

x

-TanA Π
������
4

- Π2E
As novas associações de a e b fazem agora parte da definição de x

FullDefinition@xD
x := Tan@a2 - bD
a = Π

b = Π�����
4

Limpa todas as associações aos símbolos x, a e b.

Clear@x, a, bD
á Substituição Imediata  de  um símbolo ou modelo de expressão

expr �. x ® valx ou ReplaceAll@expr, x ® valx D
Para  alterar  o  valor  de  um símbolo  ou  sub−expressão x  numa expressão  expr  existe  a  função
ReplaceAll@expr, x ® valorD  ou expr /. x®valor.  Note que o valor de x  não é alterado, ape−
nas a sua ocorrência em expr  o é! Esta substituição é imediata, mas pára no primeiro nível da
expressão.  Para  obter  uma  substituição  de  x  a  todos  os  níveis  de  expr  use
ReplaceAll@expr, x ® valor, InfinityD. 
O símbolo a é substituído por y

TanAa2E �. a ® y

TanAy2E
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O símbolo a não foi permanentemente alterado.

a

a

Se y for uma expressão, também é imediatamente substituída.

y = H1 + bL2 ;

TanAa2E �. a ® y

TanAH1 + bL4E
A expressão (1+b) é substituída por Ζ no resultado anterior.

% �. H1 + bL ® Ζ

TanAΖ4E
Note  a  precedência  de  ReplaceAll  em  relação  a  Set,  e  a  sua  alteração  usando  parêntesis.  No
caso de v a atribuição é feita antes da substituição.

u = 8x1 , x2< �. x ® zHv = 8x1 , x2<L �. x ® z

8z1 , z2<
8z1 , z2<
Print@"u=", u, "\n", "v=", vD

u=8z1 , z2<
v=8x1 , x2<

Para além de símbolos e expressões, Rule@x, valorD  ou RuleDelayed@x, valorD  aceitam mode−
los  para x.  Estes  modelos  são  expressões envolvendo o  símbolo  _  ou   Blank@D,  que representa
qualquer  expressão  do  Mathematica,  na  forma z_  (modelo  designado  z)  ou  z_h  (modelo  desig−
nado  z  para  expressões  de  cabeça  h).  Por  exemplo  xi_representa  o  modelo  para  expressões  do
tipo Subscript@x, ¼D, onde o índice pode ser qualquer expressão.

No seguinte exemplo v é a lista 8x1 , x2<, a tem o valor Π�����
3

. Na última linha o molde xi_  ajusta−se
a x1  com i = 1 e a x2  com i = 2, pelo que estes são substituídos em v pelas respectivas expressões
SinAi +

Π
������
3
E, onde a foi préviamente substituído pelo seu valor.

v = 8x1 , x2<;
a = Π �3;
v �. xi_ ® Sin@i + aD
9SinA1 +

Π
������
3
E, SinA2 +

Π
������
3
E=
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á Substituição Retardada de  um símbolo ou modelo de expressão

expr �. x ¦ valx ou ReplaceAll@expr, x ¦ valx D
É  possível  fazer  atribuições  de  valor  a  símbolos  ou  expressões  x  e  que  se  efectivam  apenas
durante  a  avaliação  duma  expressão  de  Input.  Rule@x, valorD  ou  x ® valor  indica  que  x  é  o
mesmo que valor para efeitos da avaliação da expressão de  Input em que aparece apenas. (Use
-> ou å - >å para produzir ® ) Nesta atribuição,  valor é avaliado antes de se substituir a x.

a = Π �3;
Rule@x, Sin@Ξ + aDD
x ® SinA Π

������
3

+ ΞE
A atribuição eventual  retartada RuleDelayed@x, valorD  ou  x ¦ valor  só  difere  da  anterior  no
facto de valor ser avaliado apenas depois de se substituir a x. (Use :> ou å :>å para produzir
¦ ) 

a = Π �3;
RuleDelayed@x, Sin@Ξ + aDD
x ¦ Sin@Ξ + aD

Na expressão seguinte, HoldForm@exprD  mantém expr  sem a avaliar. A substituição eventual
de símbolos em expr é feita de acordo com as regras, (como se pode ver  ligando o Tracer  do ciclo
de avaliação com o comando On@D),  dando resultados diferentes conforme a substituição é ime−
diata ou retardada.

u = 8z1 , z2<;
On@ReplaceAllD
HoldFormAxbE �. x ® uP1T

~ ReplaceAll::trace :  xb �. x ® uP1T --> xb �. x ® z1 .

~ ReplaceAll::trace :  xb �. x ® z1 --> z1
b .

z1
b

HoldFormAxbE �. x ¦ uP1T
~ ReplaceAll::trace :  xb �. x ¦ uP1T --> xb �. x ¦ uP1T.
~ ReplaceAll::trace :  xb �. x ¦ uP1T --> uP1Tb .

uP1Tb
Off@D
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á Substituição Iterativa de um símbolo ou modelo de expressão

expr ��. 8 x ® valx , y ® valy , ¼< ou ReplaceRepeated@expr, 8 x ® valx , y ® valy , ¼<D
Numa lista de regras de substituição pode existir referência a um símbolo substituível que apa−
rece  noutro  lugar  da  lista  de  substituições.  Com  ReplaceAll  essa  lista  é  percorrida  uma  vez
apenas, enquanto que com ReplaceRepeated@expr, 8 x ® valx, y ® valy, ¼<D a lista de substi−
tuições é percorrida até a expressão não mudar mais. Cuidado com esta forma porque pode origi−
nar ciclos infinitos.

x + y �. 8x ® Γ, y ® x + Α<
x + Α + Γ

x + y ��. 8x ® Γ, y ® x + Α<
Α + 2 Γ

� Conjuntos, Listas e Matrizes

á List

Listas (ing. List) são colecções ou conjuntos de objectos com índices que podem ser unidimensio−
nais (um só índice) ou multidimensionais (sequências de índices, quando os seus elementos inclui−
rem por sua vez objectos do tipo List). Quaisquer símbolos ou expressões separadas por vírgulas
(i.e. uma Sequence) dentro de chavetas 8a, b, ¼< formam uma lista. 

(a) − Os elementos de uma lista list são referenciados pelo operador Part@list, i1 , i2 , ¼D (alias
listPi1 , i2 , ¼T) ou Extract@list, positionsD.
8a, 8b, c<<P1T � a8a, 8b, c<<P2T � 8b, c<8a, 8b, c<<P2, 1T � b8a, 8b, c<<P2, 2T � c

(b) − O  número  de  elementos  no  primeiro  nível  de  uma  lista  é  dado  pelo  operador
Length@listD, o número de níveis (contando com 0) é dado pelo operador Depth@listD e as
dimensões duma lista por Dimensions@listD
Length@8a, 8b, c<<D � 2
Depth@8a, 88b<, c<<D � 4
Dimensions@88a, b<, 8c, d<, 8e, f <<D � 83, 2<

(c) − Join,  Union,  Intersection  e  Complement  são  operadores  sobre  conjuntos
representados por listas.
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a = 8x, u, z<;
b = 8x, y, z<;
Join@a, bD � 8x, u, z, x, y, z<HUnion@a, bD º aÜ bL � 8u, x, y, z<HIntersection@a, bD º aÝ bL � 8x, z<
Complement@a, bD � 8u<

(d) − O operador Flatten@listD produz uma lista unidimensional de todos os elementos de list.
Flatten@list, nD  subtrai  n  ao  número  de  níveis  da  lista.  Em  contrapartida  o  operador
Partition@list, nD  incrementa o número de níveis dividindo o primeiro nível da lista em
conjuntos  de  n  elementos.  Se  Length@listD  não  é  divisível  por  n  é  possível  usar
PadRight@list, m, " "D  para  adicionar  elementos  vazios  em  número  suficiente  para  não
cortar elementos de list. 

Flatten@8a, 88b<, c<<D � 8a, b, c<
Flatten@8a, 88b<, c<<, 1D � 8a, 8b<, c<
Flatten@8a, 88b<, c<<, 2D � 8a, b, c<
Partition@8a, b, c, d, e<, 2D � 88a, b<, 8c, d<<
Partition@PadRight@8a, b, c, d, e<, 6, ""D, 2D � 88a, b<, 8c, d<, 8e, ""<<

(e) − Os  operadores  Sort@listD, Reverse@listD, RotateLeft@list, nD  e  RotateRight@list, nD
reordenam os elementos de list.

Sort@8b, d, c, a<D � 8a, b, c, d<
Reverse@8b, d, c, a<D � 8a, c, d, b<
RotateLeft@8b, d, c, a<, 2D � 8c, a, b, d<
RotateRight@8b, d, c, a<, 3D � 8d, c, a, b<

(f) − Os  operadores  Drop@list, nD,  Append@list, elementsD  ou  Prepend@list, elementsD  e
Insert@list, elementsD alteram listas.

Drop@8a, 8b, c<, d<, -1D � 8a, 8b, c<<
Append@8a, 8b, c<, d<, 8e, f , g<D � 8a, 8b, c<, d, 8e, f , g<<HInsert@8a, 8b, c<, d<, s@e, f , gD, 82, 2<D �. s ® SequenceL � 8a, 8b, e, f , g, c<, d<

(g) − Os  operadores  Cases@list, patternD,  Select@list, criteriaD  e  Pick@list, truthpatternD
escolhem os elementos de list que verificam determinados padrões ou critérios.

Cases@8a, c, e, d, f , b<, z_ �; OrderedQ@8z, d<DD � 8a, c, d, b<
Select@8a, c, e, d, f , b<, OrderedQ@8#1, d<D &D � 8a, c, d, b<
Pick@8a, c, e, d, f , b<, 8True, False, True, True, False, False<D � 8a, e, d<

á Range

A função Range gera uma lista unidimensional.

Range@10D
81, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10<
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Range@-10, 10D
8-10, -9, -8, -7, -6, -5, -4, -3, -2, -1, 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10<
Range@0, 2 Π, Π �4D
90,

Π
������
4

,
Π
������
2

,
3 Π
������������
4

, Π,
5 Π
������������
4

,
3 Π
������������
2

,
7 Π
������������
4

, 2 Π=

?? Range

Range@imaxD generates the list 81, 2, ... , imax<.
Range@imin, imaxD generates the list 8imin, ... , imax<.
Range@imin, imax, diD uses step di. More¼

Attributes@RangeD = 8Listable, Protected<
á Table e Array

As  funções  nativas  Table  e  Array  geram  listas  com  dimensões  variadas.  A  diferença  é  que
Table usa índices explícitos i, j, ¼ para referenciar cada dimensão na sua definição, enquanto
Array usa índices implícitos #1, #2, ¼

?? Table

Table@expr, 8imax<D generates a list of imax copies of expr.
Table@expr, 8i, imax<D generates a list of the values of expr when i runs from 1 to imax.
Table@expr, 8i, imin, imax<D starts with i = imin.
Table@expr, 8i, imin, imax, di<D uses steps di.
Table@expr, 8i, imin, imax<, 8j, jmin, jmax<, ... D gives a nested list.
The list associated with i is outermost. More¼

Attributes@TableD = 8HoldAll, Protected<
TableForm@Table@ai,j , 8i, 3<, 8j, 2<DD
a1,1 a1,2

a2,1 a2,2

a3,1 a3,2

TableForm@Array@a#1,#2 &, 83, 2<DD
a1,1 a1,2

a2,1 a2,2

a3,1 a3,2

?? Array
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Array@f, nD  generates  a  list  of  length n,  with elements f@iD.  Array@f, 8n1, n2, ... <D  generates
an n1 by n2 by ... array of nested lists, with elements f@i1, i2, ... D.
 More¼

i = 1; Array@If@#1 � #2, i++, 0D &, 83, 3<D ��MatrixForm

i
k
jjjjjjjj

1 0 0
0 2 0
0 0 3

y
{
zzzzzzzz

Matrizes  são  simplesmente  listas  bi−dimensionais,  i.e.  uma  lista  cujos  elementos  são  outras
listas.  Cuidado  que  o  primeiro  índice  referencia  linhas  e  não  colunas  !  Note−se  o  uso  de
MatrixForm para ver a matriz como é tradicional.

MatrixFormAArrayA"""linha "@#1D"coluna "@#2D &, 83, 2<EE
i

k

jjjjjjjjjjjjjjj
linha @1Dcoluna @1D

linha @1Dcoluna @2D
linha @2Dcoluna @1D

linha @2Dcoluna @2D
linha @3Dcoluna @1D

linha @3Dcoluna @2D

y

{

zzzzzzzzzzzzzzz

MatrixForm@Array@lc@#1, #2D &, 83, 2<DD º Array@lc@#1, #2D &, 83, 2<D
i
k
jjjjjjjj

lc@1, 1D lc@1, 2D
lc@2, 1D lc@2, 2D
lc@3, 1D lc@3, 2D

y
{
zzzzzzzz º 88lc@1, 1D, lc@1, 2D<, 8lc@2, 1D, lc@2, 2D<, 8lc@3, 1D, lc@3, 2D<<

<< Statistics‘DataManipulation‘

% �� Column@#, 1D & ��MatrixForm

i

k

jjjjjjjjjjjjjjj
linha @1Dcoluna @1D
linha @2Dcoluna @1D
linha @3Dcoluna @1D

y

{

zzzzzzzzzzzzzzz

� Variáveis-Modelo e Expressões Conformes a um modelo.

A  variável−modelo  _  ou  Blank@D   faz  o  papel  de  substituto  para  qualquer  objecto  simbólico  ou
numérico  do  Mathematica  mas  numa  sequência  de  objectos  _  identifica−se  com  um  só.  Para
designar  uma  sequência  qualquer  de  objectos  existe  a  variável−modelo  __  (dois  _  seguidos)  ou
BlankSequence@D, e para designar uma sequência eventualmente vazia de objectos dispomos de
___ (três _ seguidos) ou BlankNullSequence@D.  A função nativa MatchQ@expr, modeloD  mostra
se uma expressão se conforma ao modelo ou não. 
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2 ãx2
� 2 * E^x^2

MatchQA2 ãx2
, _E ® True

MatchQA2 ãx2
, _ * _E ® False

MatchQA2 ãx2
, _ * Power@__DE ® True

MatchQA2 ãx2
, _ * __E ® True

MatchQA2 ãx2
, Times@___DE ® True

As variáveis−modelo do género Blank podem restringir o seu campo de acção declarando o tipo
de  operação  que  pretendem  imitar.  Assim  _Plus  ou  Blank@PlusD  apenas  se  identifica  com
somas, _Times com produtos, etc. 

MatchQAb2 , _PowerE ® True

MatchQA c
������
2

, _TimesE ® True

MatchQAa + b2 +
c
������
2

, _PlusE ® True

MatchQAa + b2 +
c
������
2

, _Plus + _PowerE ® True

MatchQAa + b2 +
c
������
2

, _Plus + _TimesE ® True

MatchQAa + b2 +
c
������
2

, _Plus + ___Power + _TimesE ® True

MatchQAa + b2 +
c
������
2

, _Plus + _Power + _TimesE ® False

Note  que  Plus  ou  Times  implícitamente  envolvem  dois  ou  mais  argumentos,  por  isso
a + b2 + c�����

2
= Ia + c�����

2
M + b2 = Ha + b2L + 1�����

2
* c  pode  ser  representado  por  _Plus + _Power  ou  por

_Plus + _Times, mas não por _Plus + _Power + _Times. 

(a) −  Uma  expressão−modelo  (ing.  Pattern)  é  qualquer  expressão  envolvendo  uma  ou  mais
variáveis−modelo. Em geral  é  útil  dar−lhe um nome,  por  isso  z_  ou  Pattern@z, Blank@DD
representa  uma  expressão−modelo  com  o  nome  z.  A  variável−modelo  z_Plus  ou
Pattern[z,Blank[Plus]]  tem o  nome z  durante os  testes e  representa qualquer expressão
do tipo Plus. 

MatchQ@a + b, z_D � True
MatchQ@a + b, z_PlusD � True

MatchQ@Ha + bL2 , z_PlusD � False

MatchQ@Ha + bL2 , z_PowerD � True

MatchQA 1��������������������Ha+bL2 , z_Plusn_E � True

(b) − Uma  utilização  frequente  de  expressões−modelo  envolve  a  substituição   por  outras
expressões  de  partes  duma  expressão  que  sejam  conformes  ao  modelo.  Por  exemplo  a
expressão modelo 8a_, b_< ajusta−se a 8x, y< mas não a 8x, y, z<.
f@8x, y<, 8x, y, z<D �. 8a_, b_< ® 8b, a<
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f@8y, x<, 8x, y, z<D
b + c.a �. z_ �; MatchQ@Head@zD, DotD ¦ zP2T
a + b

c.a + b �. Hz_Dot? H#P1T � c &LL ¦ 2

2 + b

(c) − O  modelo  patt?test  é  uma  forma  de  seleccionar  elementos  y  de  expressões  expr  que
além de verificarem MatchQ@y, pattD� True, também verificam test@yD� True.

x2 - Sin@yD �. _Sin? H#P1T � y &L ¦ 1

-1 + x2

Head@Sin@yDP1TD � Symbol

True

� Estruturas Condicionais e Testes 

Estruturas condicionais  são  expressões que  incluem operadores  que  usam testes  para definir  o
resultado  final.  Por  exemplo,  para  manipular  expressões  é  necessário  frequentemente  aplicar
operadores a partes da expressão que passem determinados testes. As funções nativas do Mathe−
matica que seleccionam e operam em partes de uma expressão usam frequentemente estas estru−
turas  condicionais.  São  exemplos  frequentes  as  funções  como  Cases, Position, Select  que
procuram dentro de uma expressão todas as ocorrências de uma sub−expressão que se conforme
a  um  molde  dado.  Outra  utilização  frequente  é  na  definição  do  domínio  de  aplicação  de  uma
função, impondo condições nos argumentos desta que são testados na altura da avaliação e deter−
minam  qual  das  várias  definições  da  função  se  deve  aplicar  (i.e.  aquela  que  testar  True  nas
condições  sobre  os  argumentos).  Por  exemplo  a  seguinte  função  tem  um  valor  x + y  dentro  do
círculo de raio unitário no plano e zero fora. 

f@x_, y_D := ConditionAx + y, x2 + y2 < 1E
f@x_, y_D := 0

Plot3D@f@x, yD, 8x, -2, 2<, 8y, -2, 2<, PlotPoints ® 90,
Mesh ® False, ViewPoint ® 5 81, - 1, 1<, AxesLabel ® 8x, y, f <D;
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As funções nativas mais comuns que usam estruturas condicionais são os operadores: 

(a) − Cases@expr, patternD dá as ocorrências de sub−expressões de expr que sejam da forma
de pattern.

(b) − Position@expr, patternD dá as posições de sub−expressões de expr que sejam da forma
de pattern.

Cases@x + f@z, yD + g@xD, _@__DD
8f@z, yD, g@xD<
MatchQ@#, _@__DD & �� HList �� Hx + f@z, yDLL
8False, True<
PositionAx2 + fAz, y3E, _fE
PositionAx2 + fAz, y3E, _PowerE
PositionAx2 + fAz, y3E, zE
882<<881<, 82, 2<<882, 1<<

(c) − If @test, value_if  _true, value_if  _false H , value_if  _undecided L D dá o resultado 
correspondente  ao valor do test ser True, False ou Indeterminado. Este último 
argumento é opcional.

(d) − Switch @expr, patt1, val1, patt2, val2, ¼D  dá  o  primeiro  dos  valores  vali  para  o
qual se verifica que  MatchQ@expr, pattiD � True

SwitchAz3 , x_2 ,
�!!!!

x , x_Power, y
1
������3 E

y1�3
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(e) − Which @test1, val1, test2, val2, ¼D dá o primeiro vali  para o qual testi � True

Which@2 > 3, ah, 3 > 2, bD
b

Uma  lista  de  testes  disponíveis  para  as  diversas  estruturas  nativas  do  Mathematica  pode
obter−se enumerando todos os casos de símbolos terminados em Q.

Cases@Names@"*"D, z_ �; StringMatchQ@z, "*�Q"DD
ArgumentCountQ InverseEllipticNomeQ MemberQ StringFreeQ
ArrayQ LegendreQ NameQ StringMatchQ
AtomQ LetterQ NumberQ StringQ
DigitQ LinkConnectedQ NumericQ SyntaxQ
EllipticNomeQ LinkReadyQ OddQ TensorQ
EvenQ ListQ OptionQ TrueQ
ExactNumberQ LowerCaseQ OrderedQ UnsameQ
FreeQ MachineNumberQ PartitionsQ UpperCaseQ
InexactNumberQ MatchLocalNameQ PolynomialQ ValueQ
IntegerQ MatchQ PrimeQ VectorQ
IntervalMemberQ MatrixQ SameQ

A forma destas estruturas condicionais varia conforme se trate de:

(a) − comparação com expressões booleanas estáticas (por  exemplo   Equal  (�),  SameQ  (º)  e
respectivas  negações  Unequal  (¹),  UnsameQ  (T)  )  ou  em  geral  qualquer  função  cujo
resultado seja True ou False.

SelectAfAx3 , y,
1
������
y
E, HHead@#D � PowerL &E

fAx3 ,
1
������
y
E

(b) − comparações  com  modelos  de  expressão  patt  condicionados  a  um  teste  test  na  forma
patt �; test (ou Condition@patt, testD)
CasesA9x, x2 ,

1
������
x
=, z_ �; Not@FreeQ@z, PowerDDE

9x2 ,
1
������
x
=

FullFormA 1
������
x
E

Power@x, -1D
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(c) − ou comparações via  patt?test  (ou PatternTest@patt, testD  ) com modelos de expressão
patt construídos a partir do modelo elementar _ ou Blank@D. 

CasesA 1
������
x

+ x + x2 , z_?AtomQE
8x<

NumberQ@#D & �� 9Π, N@ΠD, 3,
4
������
5

, ¥, ä=
8False, True, True, True, False, True<

CasesA9Π, N@ΠD, 3,
4
������
5

, ¥, ä=, z_?NumberQE

93.14159, 3,
4
������
5

, ä=

NumericQ@#D & �� 9Π, N@ΠD, 3,
4
������
5

, ¥, ä=
8True, True, True, True, False, True<

CasesA9Π, N@ΠD, 3,
4
������
5

, ¥, ä=, z_?NumericQE

9Π, 3.14159, 3,
4
������
5

, ä=
(d) − Finalmente,  comparações  directas  entre  expressões  expr  e  modelos  patt  através  de

testes  do  tipo  MatchQ@expr, pattD.  Para  strings  deve  usar−se  antes  StringMatchQ  e
modelos envolvendo * (zero ou mais carateres) ou   "�"   (um ou mais caracteres excluindo
maiúsculas).

MatchQA#, _2E & �� 9x, x2 ,
1
������
x
=

8False, True, False<

CasesA9x, x2 ,
1
������
x
=, z_ �; MatchQAz, _2EE

9x2=

� Ciclos

Os ciclos são controlados por operadores Do, For, While, Break e Continue. 
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? Do

Do[expr, {imax}] evaluates expr imax times. 

x = 1;
Do@Print@x = x �2.D, 88<D;

0.5
0.25
0.125
0.0625
0.03125
0.015625
0.0078125
0.00390625

Do[expr, {i, imax}]  evaluates  expr  with  the  variable  i  successively  taking  on  the  values  1
through imax (in steps of 1). 

DoAPrintAxiE, 8i, 3<E
x
x2

x3

Do[expr, {i, imin, imax}] starts with i = imin.

Do@Print@f@iDD, 8i, 2, 4<D
f@2D
f@3D
f@4D

Do[expr, {i, imin, imax, di}] uses steps di.

Do[expr, {i, imin, imax}, {j, jmin, jmax}, ... ]  evaluates expr  looping  over   different  values  of
j, etc. for each i.
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matriz = 8<;
Do@AppendTo@matriz, ai,jD, 8i, 0, 2<, 8j, 1, 3<D;
Print@matrizD
8a0,1 , a0,2 , a0,3 , a1,1 , a1,2 , a1,3 , a2,1 , a2,2 , a2,3<

? For

For[start, test, incr, body]  executes  start,  then  repeatedly  evaluates  body  and  incr  until
test fails to give True.

Clear@x, fD;
ForAj = 1, j £ 4, j++, Print@# == H# �. x ® 2.LD &�NestA 1

������������������
1 + #

&, x, jEE
1

������������������
1 + x

� 0.5

1
����������������������������
1 + 1������������

1+x

� 0.666667

1
�������������������������������������
1 + 1���������������������

1+
1

��������������1+x

� 0.6

1
�������������������������������������������
1 + 1���������������������������

1+
1

�����������������������
1+

1
���������������1+x

� 0.625

? While

While[test, body] evaluates test, then body, repetitively, until test first fails to give True.

? Break

Break@ D exits the nearest enclosing Do, For or While.
 More¼

? Continue

Continue@ D exits to the nearest enclosing Do, For or While in a procedural program.
 More¼
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Funções em Mathematica 

� Definição de Função

O conceito de função no Mathematica é mais geral que apenas o de função numérica com argu−
mentos numéricos reais ou complexos. De facto no Mathematica podem−se definir funções ou 
operadores com argumentos quaisquer, sejam  expressões ou segmentos de texto (ing. Strings) 
ou mesmo gráficos e células de Notebooks. 

� Os argumentos de funções são especificados entre parêntesis rectos @¼D.
� As funções nativas do Mathematica começam sempre por uma letra Maiúscula.

� A potenciação é representada pelo símbolo ^, o produto por * e a divisão por / : a^b, a * b, a �b
� Um espaço entre dois símbolos ou números é interpretado como um produto : a*b = a b

� A forma normal de representar potências e divisões é bidimensional : a^b = ab ; a �b =
a������
b

� É admissível usar notação bidimensional na definição de funções.

� Números em notação científica podem ser usados : 0.025 ou 2.5 *10^-2 ou 2.5 10-2

� O símbolo E está reservado como a base do números neperianos E = ã = 2.71828

� O símbolo I está reservado como o complexo puro unitário I = ä = �!!!!!!!!-1

� O símbolo Π está reservado como o irracional Π = Pi = 3.14159

 A  sintaxe  de  definição  e  invocação  de  funções  é  bastante  simples  mas  requer  algum  cuidado
dada a flexibilidade do Mathematica fazer atribuições imediatas ou retardadas às próprias expres−
sões que definem as funções.

Em geral f@x1 , x2 , ¼D representa uma função f definida pelo utilizador, e que depende de variá−
veis  x1 , x2 , ¼.  Normalmente pretende−se que estas variáveis só sejam substituídas por valo−
res na altura da invocação da função, por exemplo f@Π, a, ¼D, por isso na altura da definição de f
as  variáveis  x1 , x2 , ¼  devem ser  substituídas por  Padrões  (ing.  Patterns)  que  são  símbolos
quaisquer  seguidos  de  um  ou  mais  caracteres  de  sublinhado  _  (designado  Blank[]),  ou  seja
x1_, x2_, ¼.

Por  exemplo,  na definição  f@x_, y_D = TanhAx3 +
A

���������
y2
E  os  padrões x_, y_  representam os argu−

mentos 1 e 2 de f , expressões arbitrárias a que se dá o nome x, y para efeitos da definição de f.
Qualquer valor  introduzido como 1º  argumento de  f  substitui x  na  definição,  e  o  2º  argumento
substitui y.

f@x_, y_D = TanhAx3 +
A

����������
y2
E
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TanhAx3 +
A

����������
y2
E

Esta definição é associada globalmente ao símbolo f .

? f

Global‘f

f@x_, y_D = TanhAx3 + A���������
y2 E

Com esta definição,

f@a, bD
TanhAa3 +

A
����������
b2
E

Os argumentos x e y de f podem ser qualquer expressão do Mathematica, incluíndo texto.

f@"hello", "bye"D
TanhAhello3 +

A
������������������
bye2

E

fACos@ΠD,$%%%%%%%%A
��������
Π
E

-Tanh@1 - ΠD
A avaliação numérica explícita pode ser invocada com o operador N.

NAfACos@ΠD,$%%%%%%%%A
��������
Π
EE

0.972778

A declaração do tipo de argumento também é facultativa, já que a representação interna das 
expressões do Mathematica determina à partida o seu tipo através do operador Head. O opera−
dor FullForm dá explícitamente a representação unidimensional da expressão enviada para 
avaliação pelo Kernel.
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4 FullForm@4D Head@4D
4. FullForm@4.D Head@4.D
4�����
3

FullFormA 4�����
3
E HeadA 4�����

3
E

Π FullForm@ΠD Head@ΠD
¥ FullForm@¥D Head@¥D
-¥ FullForm@-¥D Head@-¥D
ä FullForm@äD Head@äD
4 + 2 I FullForm@4 + 2 ID Head@4 + 2 ID
a + 2 I FullForm@a + 2 ID Head@a + 2 ID
"4+2 I" FullForm@"4+2 I"D Head@"4+2 I"D
a2 FullForm@a2D Head@a2D
a2 FullForm@a2D Head@a2D
x1 FullForm@x1D Head@x1D
x1

3 FullForm@x1
3D Head@x1

3D
x1

3 FullForm@x1
3D Head@x1

3D
x
a

FullFormAxaE HeadAxaE
x
c

1
FullFormAx

c

1E HeadAx
c

1E
z_ FullForm@z_D Head@z_D
x__ FullForm@x__D Head@x__D
x_?NumberQ FullForm@x_?NumberQD Head@x_?NumberQD

�� TableForm
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4 4 Integer
4. 4.‘ Real
4�����
3

Rational@4, 3D Rational

Π Pi Symbol
¥ DirectedInfinity@1D DirectedInfinity
-¥ DirectedInfinity@-1D DirectedInfinity
ä Complex@0, 1D Complex
4 + 2 ä Complex@4, 2D Complex
2 ä + a Plus@Complex@0, 2D, aD Plus
4+2 I "4+2 I" String

a2 Power@a, 2D Power

a2 Superscript@a, 2D Superscript
x1 Subscript@x, 1D Subscript

x1
3 Power@Subscript@x, 1D, 3D Power

x1
3 Subsuperscript@x, 1, 3D Subsuperscript

x
a

Overscript@x, aD Overscript

x
c

1
Underoverscript@x, c, 1D Underoverscript

z_ Pattern@z, Blank@DD Pattern
x__ Pattern@x, BlankSequence@DD Pattern
x_?NumberQ PatternTest@Pattern@x, Blank@DD, NumberQD PatternTest

Note  que  algumas  expressões  bi−dimensionais  são  idênticas  mas  têm  avaliações  diferentes:
usando HoldForm para evitar a formatação automática do Output em notação StandardForm

bi−dimensional, pode−se ver que Superscript e Power  têem formatações iguais, mas resulta−
dos distintos.

HFullForm@Superscript@4, 2DD == Superscript@4, 2DL ¹HHoldForm@StandardForm@Power@4, 2DDD == Power@4, 2DL
ISuperscript@4, 2D � 42 M ¹ I42 � 16M

� Operadores e Funções Simbólicas

Eis alguns aliases para operadores, padrões e funções nativas do Mathematica .

alias = HAlias@DL �. System‘Private‘ValueList :> List;
reverserules = Map@#1@@82, 1<DD & , alias, 1D �. Hz_ :> y_L ® H8z, y<L;
sortedalias = HGridBox@#,

RowLines -> True, ColumnLines -> True, ColumnAlignments -> Left,
GridFrame -> TrueD & �� Partition@Sort@reverserulesD, 21DL �� DisplayForm
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Tabela 7

AddTo +=

Alternatives È
And &&

Apply ��

Blank _

BlankNullSequence ___

BlankSequence __

CompoundExpression ;

Condition �;
Decrement --

Divide �
DivideBy �=

Dot .

Equal ==

Factorial2 !!

Function &

Get <<

Greater >

GreaterEqual >=

Increment ++

Less <

LessEqual <=

List 8<
Map ��

MapAll ���
MessageName ::

NonCommutativeMultiply **

Optional _.
Or ÈÈ

Out %
Part P T

PatternTest ?
Plus +

Power ^
Put >>

PutAppend >>>

Repeated ..
RepeatedNull ...

ReplaceAll �.
ReplaceRepeated ��.

Rule ->

RuleDelayed :>
SameQ ===

Set =

SetDelayed :=
Slot #

SlotSequence ##
String "

StringJoin <>

Subtract -

SubtractFrom -=

TagSet �:
Times *

TimesBy *=

UnAlias :: =.
Unequal !=

UnsameQ =!=

Unset =.
UpSet ^=

UpSetDelayed ^:=

� Funções matemáticas comuns

As  funções  matemáticas  mais  comuns  estão  definidas  no  Mathematica  e  podem  ser  invocadas
usando  o  nome  usualmente  convencionado  a  começar  por  uma  maíuscula.  A  seguinte  tabela
mostra  alguns  exemplos,  juntamente  com  algumas  notações  bi−dimensionais  que  o  FrontEnd
entende e traduz automáticamente

Sqrt@ x D raiz quadrada I �!!!!x  M
Exp@ x D exponencial ãx

Log@ x D logaritmo neperiano logã  x

Log@ b , x D logaritmo de base b  logb  x

 Sin@ x D ,  Cos@ x D ,  Tan@ x D funções trigonométricas Hargumentos em radianosL
 ArcSin@ x D ,  ArcCos@ x D ,  ArcTan@ x D funções trigonométricas inversas

 n ! factorial Hproduto de inteiros 1,2,¼,nL 
 Abs@ x D valor absoluto

 Round@ x D inteiro mais próximo de x

 Mod@ n ,  m D n modulo  m Hresto da divisão inteira de  n por  m L
 Random@ D número pseudo-random entre 0 e 1

 Max@ x ,  y , ¼ D ,  Min@ x ,  y , ¼ D maximum, minimum de  x ,  y ,  ¼ 

 FactorInteger@ n D factores primos de n 

Para além destas muitas outras existem que podem ser invocadas directamente ou após carregar
um módulo  auxiliar  (Package)  apropriado.  Com base  nestas  funções  nativas  o  utilizador pode
construir as suas próprias funções com valores reais, complexos, vectoriais ou tensoriais, simbóli−
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construir as suas próprias funções com valores reais, complexos, vectoriais ou tensoriais, simbóli−
cos ou de texto.

 Sin@xD é uma função ’nativa’ com um argumento x, que pode ser qualquer expressão do Mathema−
tica.  A  menos  que  a  função  tenha  regras  explícitas  para  isso,  a  avaliação  só  dá  um  resultado
numérico explícito se o argumento for um número real não racional, ou se o solicitarmos explícita−
mente usando o operador N@exprD

SinA 3
������
5
E

SinA 3
������
5
E

SinA 3
������
5

 ΠE
1
������
2
$%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%1

������
2
I5 +
�!!!!

5 M

SinA 3.
��������
5
E

0.564642

NASinA 3
������
5
EE

0.564642

� Formas alternativas de escrever funções

No Mathematica é possível escrever de várias maneiras equivalentes a aplicação de uma função
com designação (ing. Head) f  aos seus argumentos. Note que 

Prefix@f@exprDD � f  @  expr Sin�x Sin@xD
Postfix@f@exprDD � expr //  f x �� Sin Sin@xD
Infix@g@x_, y_D, ÍD � x Í  y x.y Dot@x, yD
Apply@f , exprD � f  @@  expr f �� 8x, y< f@x, yD
Map@f , exprD � f  /@  expr f �� 8x, y< 8f@xD, f@yD<
ReplaceAll@expr, Head@exprD ® fD � expr /.  Head@exprD ® f x + y �. Plus ¦ f f@x, yD

Uma  última  forma  é  fazer  Sin@2 + x yD �. z_Times ® f ,  o  que  dá  Sin@2 + f@x, yDD,  porque
Head@x yD ® Times, por isso x y verifica o modelo: z_Times (z_h expressão de nome z com ’cabeça’
h − ver pág. 572)  A expressão x y é substituída por isso pela expressão f@x yD. É necessário muito
cuidado com esta forma de aplicar funções, porque as substituições podem acontecer onde não se
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cuidado com esta forma de aplicar funções, porque as substituições podem acontecer onde não se
pretende.

 Por exemplo:

Sin@x y - 2D �. z_Times ¦ Hf �� zL
f@-1, Sin@2 - x yDD
Sin@x y - 2D �� FullForm

Times@-1, Sin@Plus@2, Times@-1, x, yDDDD
Uma maneira de resolver isto é saber de antemão o ’modelo’ da expressão ’x y’ e substituir então
por f 

Sin@x y - 2D �. Times@-1, a_Symbol, b_SymbolD ¦ H-f@a, bDL
-Sin@2 - f@x, yDD

Se f@x, yD já se definiu anteriormente, para ver todas as definições associadas a f , usa−se ? f  (ou
Definition@fD). 
Se  f@x, yD  envolvesse  expressões  que  foram  também  definidas  pelo  utilizador,  então  ?? f    (ou
FullDefinition@fD)  mostra as definições de todas as expressões que entram directa ou indirecta−
mente na definição de f .

Definition@fD
f@x_, y_D = TanhAx3 + A���������

y2 E

x = 3; y = a; z = b;

FullDefinition@fD
f@x_, y_D = TanhAx3 + A���������

y2 E
x = 3

y = a

Funções  com  vários  argumentos  f@var1, var2, ¼D  podem−se  escrever  com  regras  semelhantes,
tendo em conta que var1, var2, ¼ é uma sequência de expressões e não uma expressão só.

f �Sequence@x, yD
f@x, yD
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f �� 8x, y< H*usando’ Apply’ sobre uma lista*L
f@x, yD
f � 8x, y< H*não funciona assim*L
f@8x, y<D
f �Sequence@x, yD
f@x, yD
f � 8x, y< �. List ¦ Sequence H*cuidado com esta forma*L
f@x, yD
f � 8x, 8y, x<< �. List ¦ Sequence

f@x, y, xD
H*mas*L f �� 8x, 8y, x<<
f@x, 8y, x<D

� Funções puras

def &  e Function@8x, y, ¼<, def D
Em muitos casos torna−se desnessário dar um nome a uma função.( Por exemplo, quando a usa
apenas uma vez  ou  só  temporáriamente para simplificar ou esclarecer um cálculo.)  Para isso o
Mathematica disponibiliza funções puras.

�  def &  define  uma  função  pura  que  toma  valores  assim  que  se  aplicar  a  uma  sequência  de
valores  para  as  variáveis  através  de  def &@varsD.  Os  argumentos  da  função  são  referidos  na
definição def por #1 (ou só #), #2, etc. conforme a sua posição sequencial.

I#22 - #1M &@a, bD
-a + b2

ISin@#1D3 &M@a + bD
Sin@a + bD3

I#1P1T3 &M� Ha + bL
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a3

88a, a<, 8g, s<, 8c, s<< �� HGridBox@#, ColumnLines ® TrueD &L
GridBox@88a, a<, 8g, s<, 8c, s<<, ColumnLines ® TrueD
% �� DisplayForm

a a
g s
c s

� Function@x, defD  define uma função pura com uma variável referida por x, que é substitu−
ído pelo valor valx  quando a função é avaliada com Function@x, defD @valxD. 
A  derivação  seguinte  não  dá  o  resultado  esperado  porque  a  substituição  não  é  feita:  usando
FullForm vê−se porquê.

¶x f@xD �. f@xD ®
"################x2 + 1

% �� FullForm

f ¢@xD
Derivative@1D@fD@xD

A substituição de f por uma função pura permite concluir o cálculo da derivada.

¶x f@xD �. f ® FunctionA8x<, "###############x2 + 1 E
x

�������������������������������!!!!!!!!!!!!!!!
1 + x2

f ¢@xD
� Function@8x1, x2, ¼<, defD  define uma função pura com variáveis múltiplas referidas suces−
sivamente por x1, x2, ¼  que são substituídas pelos valores valx1 , valx2 , ¼  quando a função é
avaliada com Function@8x1, x2, ¼<, defD Avalx1

, valx2
, ¼E

f = FunctionA8x, y<, x2 - yE;
f@a, bD
a2 - b

Note  que  Attributes@FunctionD = 8HoldAll, Protected<,  ou  seja  nada  dentro  de  Function  é
avaliado  ou  simplificado  na  altura  da  sua  definição.  Os  símbolos  x1 , x2 , ¼  que  aparecem  no
primeiro  argumento,  e  quaisquer  símbolos  que  apareçam  adicionalmente  em  def  no  segundo
argumento, são estritamente locais em , só sendo avaliados na altura da invocação da
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argumento, são estritamente locais em Function, só sendo avaliados na altura da invocação da
função

a = Π;
f = FunctionA8x, y<, x2 - a yE
f@X, YD
FunctionA8x, y<, x2 - a yE
X2 - Π Y

� Atributos e Propriedades de Funções

O comportamento das  funções  nativas do  Mathematica (e  das  funções  definidas pelo  utilizador
que as usam) relativamente aos seus argumentos é controlado por atributos que podem ser opcio−
nalmente alterados (desde que a função não tenha o atributo Locked). 

A  maioria  destes  atributos  diz  respeito  ao  comportamento  da  função  relativamente  aos  seus
argumentos:  Plus  e  Times  são  óbviamente  funções  de  múltiplos  argumentos  para  as  quais  a
ordem destes é irrelevante (x + y = y + x e x y = y x), e portanto têm o atributo Orderless. Qual−
quer  das  operações  matemáticas  vulgares  é  igualmente  Listable  (8a, b, c<n = 8an, bn, cn<  ou�!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!8a, b, c< = 9�!!!!a ,

�!!!!
b ,
�!!!!

c =),  enquanto  que  as  operações  lógicas  como  And  e  Or  têm  atributos
HoldHall. Para determinar os atributos de uma função basta fazer

Attributes@PlusD
8Flat, Listable, NumericFunction, OneIdentity, Orderless, Protected<
Attributes@TimesD
8Flat, Listable, NumericFunction, OneIdentity, Orderless, Protected<
Attributes@SinD
8Listable, NumericFunction, Protected<

Para  alterar  alguns  destes  atributos  usa−se  ClearAttributes@function, 8attr1, attr2  ¼<D  para
eliminar  atributos  ou  SetAttributes@function, 8attr1, attr2  ¼<D  para  adicionar.  Por  exemplo,  o
atributo Orderless de Plus verifica

b + a � a + b

True

Fazendo Plus não−comutativo nos seus argumentos significa que b + a já não é necessáriamente
o mesmo que a + b. (Óbviamente é desejável repôr a propriedade comutativa de Plus para o nor−
mal funcionamento.)
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Unprotect@PlusD;
ClearAttributes@Plus, OrderlessD
b + a � a + b
SetAttributes@Plus, OrderlessD
Protect@PlusD;
b + a � a + b

The Mathematica Book: sect. 2.6.3 

Orderless orderless, commutative function Harguments are sorted into standard orderL
Flat flat, associative function Harguments are úflattened outøL

OneIdentity f @ f @aDD, etc. are equivalent to a for pattern matching
Listable f is automatically threaded over lists that appear as arguments H f @8a, b<D becomes 8f@aD, f@bD< L
Constant all derivatives of f are zero

NumericFunction f  is assumed to have a numerical value when its arguments are numeric quantities
Protected values of f cannot be changed

Locked attributes of f cannot be changed
ReadProtected values of f cannot be read

HoldFirst the first argument of f is not evaluated
HoldRest all but the first argument of f is not evaluated
HoldAll none of the arguments of f are evaluated

HoldAllComplete the arguments of f are treated as completely inert
NHoldFirst the first argument of f is not affected by N
NHoldRest all but the first argument of f is not affected by N
NHoldAll none of the arguments of f are affected by N

SequenceHold Sequence objects appearing in the arguments of f are not flattened out
Temporary f is a local variable, removed when no longer used

Stub Needs is automatically called if f is ever explicitly input

O  seguinte  código  mostra  exemplos  de  funções  nativas  que  têm  um  dos  atributos  da  lista  de
cima. Use−a para perceber a utilidade dos atributos em geral.

withAttr@attr_D := Select@Names@"*"D, MemberQ@Attributes@#D, attrD &D �� TableForm

withAttr@OrderlessD
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ArithmeticGeometricMean
DiracDelta
DiscreteDelta
GCD
KroneckerDelta
LCM
Max
Min
Multinomial
Plus
Times
UnitStep
Xor

Quase  todas  as  funções  nativas  do  Mathematica  têm  o  atributo  Protected,  mas  alterações  às
suas definições ainda se podem fazer usando Unprotect@D,  ao contrário da funções nativas com
atributo Locked, que não podem ser alteradas.

Um exemplo de função protegida é a função trigonométrica nativa tangente Tan@xD. A expansão
trigonométrica TrigExpand de Tan@x + yD dá um resultado que pode não ser o mais pretendido,
sendo necessário realizar uma série de operações para atingir a forma requerida:

TrigExpand@Tan@x + yDD
Cos@yDSin@xD + Cos@xDSin@yD
������������������������������������������������������������������������������������������������
Cos@xDCos@yD - Sin@xDSin@yD
% �. Sin@z_D ¦ tan@zD Cos@zD H* Note que se escreveu tan@zD e não Tan@zD. Porquê? *L
Cos@xDCos@yD tan@xD + Cos@xDCos@yD tan@yD
���������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������
Cos@xDCos@yD - Cos@xDCos@yD tan@xD tan@yD
% �� Simplify

tan@xD + tan@yD
��������������������������������������������������������
1 - tan@xD tan@yD
% �. tan ¦ Tan

Tan@xD + Tan@yD
������������������������������������������������������������
1 - Tan@xDTan@yD
A função Tan pode ter alguma vantagem em ser alterada da seguinte forma:
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Unprotect@TanD;
Tan@x_ + y_D := Tan@xD + Tan@yD

������������������������������������������������������������
1 - Tan@xDTan@yD

Protect@TanD;
Agora tem−se automáticamente

TanAa +
b
������
c
E

Tan@aD + TanA b�����
c
E

����������������������������������������������������������������
1 - Tan@aDTanA b�����

c
E

� Argumentos facultativos e Opções  em funções

Para definir uma função que depende de algum parâmetro que típicamente toma um valor pré−
definido, mas que eventualmente gostaríamos de alterar, é possível usar o modelo z_: zval para
adicionar  um  argumento  facultativo,  com  um  valor  zval  quando  omisso,  na  atribuição
f@x1_, x2_, ¼, xn_, z_: zvalD := def.  Nesta  forma,  uma  avaliação  envolvendo
f@x1, x2, ¼, xnD é equivalente a invocar f@x1, x2, ¼, xn, zvalD. 
Uma forma alternativa de  especificar valores pré−definidos para argumentos de f  é  através da
função Default@f, kD := kval onde kval indica o valor do k−ésimo argumento quando omisso de
f, sempre que a forma  zk_. é usada nessa posição para indicar que esse argumento é facultativo,
i.e. f@x1, ¼, zk_.D := def 

$Line = 0;

ClearAll@f , xD
f@x_, n_: 1D := Tan@x + nD
f@yD
Tan@1 + yD
f@y, 1D � f@yD
True

f@y, 2D
Tan@2 + yD
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ClearAll@fD;
Default@f , 2D = 3;
Default@f , 3D = 1;

f@x_, z_., n_.D := TanAx + n +
Π
������
z
E

?? f

Global‘f

f@x_, z_., n_.D := TanAx + n + Π�����
z
E

f �: Default@f , 2D = 3

f �: Default@f , 3D = 1

f@yD
TanA1 +

Π
������
3

+ yE

f@y, xD
TanA1 +

Π
������
x

+ yE

f@y, x, sD
TanAs +

Π
������
x

+ yE
Muitas funções nativas admitem argumentos facultativos em forma de Rule@option, valueD  ou
option ® value, que permitem passar parâmetros que alteram o comportamento típico da fun−
ção. Os casos mais frequentes de utilização prendem−se com as opções de funções gráficas (como
Plot  ou  Plot3D)  que  ajustam  o  número  de  pontos  de  amostragem  ou  o  domínio  de  valores
expostos.

V@r_, q1_, q2_D := Q
�������������������������������������������������������������!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!Hr - q1L.Hr - q1L -

Q
�������������������������������������������������������������!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!Hr - q2L.Hr - q2L

Plot3D@V@8x, y<, 8-1, 0<, 81, 0<D �. Q ® 2, 8x, -3, 3<,8y, -3, 3<, PlotPoints ® 150, ClipFill ® None, Mesh ® FalseD;
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� Funções definidas por Módulos 

As  funções  nativas  Block@8vars<, expr1; expr2; ¼D  e  Module@8vars<, expr1; expr2; ¼D
permitem  dar  um nome a  um grupo  de   definições expr1; expr2; ¼  que  juntamente consti−
tuem uma rotina que deve ser executada quando se invoca esse nome. O resultado é o Output

da última expressão avaliada na rotina.

 As variáveis vars  são em ambos os casos locais (i.e.  não são afectadas nem afectam definições
exteriores de símbolos com o mesmo nome). A diferença entre Block e Module consiste apenas
em que a primeira guarda os valores de variáveis globais que tenham o mesmo nome que as suas
variáveis  locais,  e  depois  de  terminada  a  rotina  volta  a  restaurar  os  valores  dessas  variáveis
globais, enquanto que Module trabalha com variáveis novas vars$nnn diferentes cada vez que
Module é invocado, não se dando assim ao trabalho de gerir conflitos de nomes.

x = 2; H* x tem um valor global *L
f@y_D := BlockA8t, x<,

z = y;
Print@"t=", t, " ", "x=", x, " ", "z=", zD;
t = y2E

f@aD H* Dentro de Block, x não tem valor; t=y2 é local *L
t=t x=x z=a

a2

H* Globalmente apenas z mudou de valor*L
Print@"t=", t, " ", "x=", x, " ", "z=", zD

t=t x=2 z=a
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f@y_D := ModuleA8t, x<,
z = y;
Print@"t=", t, " ", "x=", x, " ", "z=", zD;
t = y2E;

f@aD H* Em Module novos símbolos substituem x e t*L
t=t$347 x=x$347 z=a

a2

Print@"t=", t, " ",
"t$" <> ToString@$ModuleNumber - 1D <> "=",
"t$" <> ToString@$ModuleNumber - 1D �� ToExpression, " ",
"x=", x, " ", "z=", zD
t=t t$15=t$15 x=2 z=a

Gráficos, Animação e Som
O  Mathematica  dispõe  de  capacidades  gráficas  para  gerar  gráficos  de  funções  a  2 D  e  3 D,  de
densidade e de curvas de nível, bem como gráficos de listas discretas de valores.  Pode−se ainda
fazer animação de sequências de gráficos. Os gráficos são gerados num código .APS semelhante a
Encapsulated PostScript mas mais compacto.  A vantagem deste código é que é redimensionável
sem perca de qualidade  (ao contrário dos gráficos de tipo Bitmap que têm uma resolução fixa e
denotam pixelização se aumentados). A desvantagem é ser pouco compacto e ter de ser interpre−
tado para a sua apresentação (ing. rendering) o que se pode tornar pesado em termos de tempo

e recursos de processador. O menu  Cell  Å ConvertTo  Å Bitmap  converte qualquer célula selec−

cionada num gráfico de tipo Bitmap, o que aplicado às células gráficas representa uma redução
muito significativa no tamanho final do Notebook para efeitos de armazenamento.

� Graphics e Show

A função Graphics é usada para envolver um conjunto de instruções de desenho bi−dimensional
designadas  Primitivas  Gráficas.  (Para  desenho  a  3D  usar−se−ia  a  função  Graphics3D  com
primitivas semelhantes mas agora com coordenadas tri−dimensionais¼) As seguintes primitivas
gráficas são válidas para o desenho 2D (há mais...)

 

Point@8x, y<D ponto na posição 8x, y<
Line@8 8x1, y1<, ¼<D linha definida por lista de posições 8xi, yi<
Circle@8x, y<, rD circunferência de raio r e centro 8x, y<
Disk@8x, y<, rD círculo cheio de raio r e centro 8x, y<
Polygon@8 8x1, y1<, ¼<D polígono cheio de vértices 8xi, yi<
Text@expr, 8x, y<D texto centrado em 8x, y<
PostScript@ "string" D código Postscript dado por string
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A  maneira  de  visualizar  uma  expressão  do  tipo  Graphics  ou  Graphics3D  é  usando  a  função
Show@ 8graphics< , optionsD.   A  função  Show  permite  combinar  uma  lista  de  gráficos  num  só,
criando uma sequência de opções escolhidas de entre as opções dos gráficos que se quer mostrar
juntos.

Internamente os gráficos são armazenados como qualquer outra expressão simbólica do Mathema−

tica, por isso podem ser referidos posteriormente por um nome que se lhe associe (existe sempre o

de Out@nD,  onde n  é  número da expressão de Input  que gerou o  gráfico).  Uma vez  gerado,  um
gráfico  pode  ser  apresentado  outra  vez  em  qualquer  altura  numa  sessão  (sem  necessidade  de
re−avaliar a expressão que lhe deu origem), só ou em sobreposição com outros gráficos usando o
comando Show@8graph1 , graph2 , ¼<, optionsD.  
Embora haja vários tipos de gráficos gerados por diversos comandos do Mathematica, por exem−
plo  Graphics,  GraphicsArray,  ContourGraphics,  DensityGraphics,  SurfaceGraphics,  todos
podem ser convertidos ao tipo Graphics ou Graphics3D conforme sejam 2 D ou 3 D.

Note−se  que  as  células  de  tipo  gráfico  são  distintas  das  células  de  tipo  Output,  as  quais  são
inscritas no Notebook após as respectivas células de graficos. A interpretação e apresentação de
gráficos num Notebook (ing. rendering) é uma tarefa do FrontEnd enquanto ao Kernel compete
calcular os  elementos gráficos que envia para o  FrontEnd. Para gráficos complexos é  frequente
ver  o  FrontEnd  começar  a  apresentar  o  gráfico  enquanto  o  Kernel  ainda  se  encontra  a  enviar
dados deste para o FrontEnd.

Os comandos gráficos do Mathematica podem−se classificar em dois tipos gerais: 

(a) − Aqueles que desenham pontos (Point@coordsD), linhas (Line@8pt1, pt2, ... <D), polígonos
(Polygon@8pt1, pt2, ... <D),  texto  (Text@expr, coordsD)  e  outras  primitivas  gráficas
dadas  explícitamente  pelo  utilizador  ou  geradas  por  código.   São  da  forma  geral
Graphics@8primitivas<, opçõesD  ou  Graphics3D@8primitivas<, opçõesD.  (consulte

Help  Å Help Browser  Å Graphics Primitives  para  uma  lista  completa)  Para  ver  estes

gráficos  (e  de  facto  para  ver  quaisquer  objectos  gráficos)  tem  que  se  usar  o  comando
Show@Graphics@8primitivas<, opções de GraphicsD, opções de ShowD.

pt1 = 80, 0<;
pt2 = 81, 2<;
pt3 = 82, -1<;
gr0 = ShowAGraphicsA9

Red, Line@8pt1 , pt2 , pt3<D,
Blue, PointSize@.03D, Point@pt1D, Point@pt2D, Point@pt3D,
Black, Text@"P1", pt1 , 8-2, 1<D, Text@"P2", pt2 , 80, -2<D, Text@"P3", pt3 , 8-2, 0<D,
Green, DiskA 1

������
2

 pt2 , .2E,
Yellow, Polygon@882, 0< + pt1 , 1 �2 pt2 , 1 �2 pt3 , 82, 0< + pt1<D=, PlotRange ® 88-1, 3<, 8-2, 3<<E,

AspectRatio ® 5 �4, Frame ® TrueE
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� Graphics �

(b) − Aqueles  que  representam  o  comportamento  de  uma  ou  mais  funções  dependentes  de
variáveis  com  valores  em  intervalos  finitos,  contínuos  ou  discretos.  A  sua  sintaxe  é
sempre  na  forma  de  plotfunction@8funções de x<, 8x, minx , maxx<, opçõesD  ou  ainda
plotfunction3D@8funções de x e y<, 8x, minx , maxx<, 8y, miny , maxy<, opçõesD  onde  x  e  y
são  símbolos arbitrários. Para funções discretas dadas por listas ou matrizes de valores
usa−se plotlist@list, opçõesD ou plotarray@array, opçõesD.

O  nome  das  funções  plotfunction, plotfunction3D, plotlist  ou  plotarray  pode  ser  um  de
entre os comandos nativos:

Plot ListPlot

Plot3D ListPlot3D

ParametricPlot

ParametricPlot3D

DensityPlot ListDensityPlot ArrayPlot

ContourPlot ListContourPlot

ou definido por um dos módulos gráficos adicionais que estendem ou definem novas funcionalida−
des  gráficas  deste  tipo,  como  por  exemplo  os  módu−
los:

Graphics‘Graphics‘ Graphics‘Graphics3D‘ Graphics‘InequalityGraphics‘

Graphics‘FilledPlot‘ Graphics‘ContourPlot3D‘ Graphics‘ImplicitPlot

Graphics‘MultipleListPlot‘ Graphics‘PlotField‘ Graphics‘PlotField3D‘

á Epilog

Mais uma vez  estes tipos de  gráficos podem ser  sobrepostos usando Show  desde que sejam da
mesma dimensionalidade (2 D ou 3 D), mas em qualquer caso é sempre possível especificar primi−
tivas  gráficas  num  gráfico  de  tipo  (b)  usando  a  opção  Epilog ® 8lista de primitivas gráficas 2 D<
que  desenha  sobre  a  janela  bidimensional  do  gráfico  2 D  ou  3 D  (ou
Prolog ® 8lista de primitivas gráficas 2 D< que fica subjacente ao gráfico). 
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A desvantagem da opção Epilog (ou Prolog) é que pode não ser preservada quando o gráfico em
questão é sobreposto a outros com a função Show@8graph1 , graph2 , ¼<, optionsD. De facto Show

não  pode  respeitar  simultâneamente  todas  as  opções  dos  vários  gráficos,  pelo  que  em  caso  de
conflito usa as opções do primeiro gráfico da lista  8graph1 , graph2 , ¼< que as especifica, ou usa
opções que forem declaradas explícitamente na options de Show.

gr1 = Plot@Sin@xD, 8x, -2 Π, 2 Π<, PlotLabel ® "graph1", Frame ® True, PlotStyle ® Blue,
Epilog ® 8Text@"Sin@xD", 8Π, 0.8<D<, DisplayFunction ® IdentityD;

gr2 = Plot@Cos@xD, 8x, -Π, Π<, PlotLabel ® "graph2", Frame ® False, PlotStyle ® Red,
Epilog ® 8Text@"Cos@xD", 8-Π �2, 0.8<D<, DisplayFunction ® IdentityD;

ShowA8gr1, gr2<, DisplayFunction ® $DisplayFunction,

AspectRatio ®
3

������������
4 Π

, PlotLabel ® "graph1 e graph2"E;
ShowA8gr2, gr1<, DisplayFunction ® $DisplayFunction, AspectRatio ®

3
������������
4 Π
E;

ShowA8gr1, gr0, gr2<, DisplayFunction ® $DisplayFunction, AspectRatio ®
3

������������
4 Π
E;

Note  que  a  linguagem PostScript  não  suporta  transparências,  pelo  que  é  necessário  recorrer  a
sobreposições  de  elementos  gráficos  pela  ordem  correcta  para  garantir  a  sua  visibilidade.  De
facto a característica de ter um canal alpha para descrição de cores é uma propriedade de descri−
ções Bitmap de imagens, enquanto o PostScript é uma descrição vectorial das imagens ( podendo
contudo conter imagens Bitmap inseridas no código).
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Nos comandos anteriores a opção AspectRatio ® altura��������������������������������������
comprimento

 é estipulada de forma a garantir a

equidimensionalidade  dos  intervalos  na  horizontal  e  na  vertical.  Só  assim  se  consegue  que  o
disco não fique distorcido.

Embora existam funções para alterar o estilo do texto em gráficos, os comandos Text  reflectem
as alterações à propriedades do texto inserido como String no seu primeiro argumento.  Note que
todos os gráficos usam a variável de sistema $DefaultFont para o tipo de letra de qualquer texto
que  não  esteja  explícitamente  formatado  com  outro  estilo.  Em  geral
$DefaultFont = 8" Courier ", 10<  designado o  nome e  tamanho do  tipo de  letra (ing.  Font)  usado
por norma nos gráficos. Esta variável pode ser alterada para outro tipo e tamanho, por exemplo
$DefaultFont = 8" Times - Bold ", 9<.
á A Opção DisplayFunction

De  todas  as  opções  gráficas existe  uma designada DisplayFunction que  permite  controlar  para
onde é encaminhado o resultado gráfico. As possibilidades são: 

DisplayFunction ® HDisplay@8"stdout"<, #1D &L gráfico é mostrado no FrontEnd
DisplayFunction ® Identity gráfico é gerado mas não é mostrado
DisplayFunction ® HDisplay@"channel", #, "fmt"D &L gráfico é reencaminhado para "channel"

no formato "fmt"

A  variável  de  sistema  $DisplayFunction  armazena  informação  sobre  o  canal  para  que  deve
enviar  o  resultado  de  cálculos  de  gráficos.  Por  norma  $DisplayFunction  envia  os  resultados
gráficos para $Display = 8" stdout "< num formato que o FrontEnd sabe interpretar, mas é possí−
vel  modificar  $DisplayFunction  para  enviar  os  gráficos  para  outros  destinos,  em  particular
documentos gráficos noutro formato ou comandos exteriores. 

A opção DisplayFunction ® Identity garante que o  FrontEnd não desenha o  gráfico embora o
Kernel  o  tenha  gerado.  Quando  se  pretender  vizualizar  estes  gráficos  com  Show  é  necessário
explicitar  a  opção  DisplayFunction ® > $DisplayFunction,  onde  a  variável  de  sistema
$DisplayFunction = Display@$Display, #1D &  representa  a  função  que  normalmente  redirecciona
os elementos gráficos para o FrontEnd (onde $Display = 8" stdout "<).
á Manuseamento de Célula Gráficas

Os  gráficos  do  Mathematica  são  redimensionáveis  usando  a  moldura  que  aparece  à  sua  volta
quando são seleccionados (i.e.  quando se  pressiona o  cursor sobre o  gráfico).  Nessa moldura há
oito pontos (nos cantos e no meio das arestas) em cima dos quais o cursor muda de forma, indi−
cando  o  tipo  de  redimensionamento que proporcionam. A vantagem de  ter  os  gráficos descritos
numa  linguagem  vectorial  é  que  o  redimensionamento  da  imagem  não  afecta  a  resolução,  ao
contrário do que acontece numa imagem do tipo Bitmap.
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Figura 10

á Show[graphics] e Show[GraphicsArray]

O  Mathematica  pode  ainda  importar  imagens  de  documentos  externos  usando  o  comando
Import@" file ", TypeD  convertendo−os  automáticamente  em  objectos  do  tipo  Graphics,  onde
" file " representa uma imagem do tipo Type reconhecível pelo Mathematica.

O comando Show@GraphicsArray@matriz de gráficosDD permite combinar e apresentar uma matriz
de m ´ n gráficos num quadro de m linhas e n colunas numa só célula gráfica.

g1 = Import@"01-10-05_1452.jpg", "JPEG"D;
g2 = Import@"01-10-05_1453.jpg", "JPEG"D;
Show@GraphicsArray@8g1, g2<, Frame ® TrueDD

� GraphicsArray �

Por exemplo, a seguinte instrução usa uma expressão Graphics para gerar uma lista de linhas e
discos dependentes dum parâmetro que se faz variar de 0 a 2 Π em passos de Π���������

10
:

ShowA9GraphicsA9Line@880, 0<, 8Cos@#D, Sin@#D<<D, 9Hue@#D, DiskA8Cos@#D, Sin@#D<, #
��������������
100
E=,

TextACeilingA 10 #1
��������������������

Π
E, 8Cos@#D, Sin@#D<E=, AspectRatio ® 1E & �� Range@0, 2 Π, .1 ΠD=E;
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Outras funções como DensityPlot e ContourPlot que criam expressões de tipo DensityGraphics e
ContourGraphics  podem−se combinar com Graphics em Show.

DensityPlot@Sin@4 x - 1D Cos@2 y xD, 8x, -3, 3<, 8y, -3, 3<,
Mesh ® False, PlotPoints ® 100, PlotRange ® 8-0.9, 0.9<D

� DensityGraphics �

ContourPlot@Sin@4 x - 1D Cos@2 y xD, 8x, -3, 3<, 8y, -3, 3<, PlotPoints ® 100, PlotRange ® 8-0.9, 0.9<D
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� ContourGraphics �

De forma semelhante se pode usar Graphics3D com o seu conjunto de primitivas gráficas próprio:

 

Point@8x, y, z<D ponto na posição cartesiana 8x, y, z<
Line@8 8x1, y1, z1<, ....<D linha unindo posições cartesianas 8xi, yi, zi<
Polygon@8 8x1, y1, z1<, ....<D polígono cheio com vértices 8xi, yi, zi<
Text@expr, 8x, y, z<D Expressão escrita na posição indicada

No exemplo seguinte juntamos o SurfaceGraphics anteriormente gerado com o nome gr23 e um
Graphics3D contendo apenas texto e linhas.

Show@8gr23, Graphics3D@8Text@"Texto Aqui", 80, 0, -10<, Background ® Hue@.3DD, Hue@1D,
Line@880, 1, -10<, 80, 1, 10<<D, Line@88-2, 1, 5<, 82, 1, 5<<D, Line@880, 0, 5<, 80, 2, 5<<D<D<,

DisplayFunction ® $DisplayFunctionD
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� Graphics3D �

Com  alguma  experiência  é  possível  construir  diferentes  elementos  gráficos  separadamente  e
juntá−los num gráfico final, como no exemplo seguinte de um objecto Graphics3D. A vantagem
desta abordagem é que a correcção dos elementos gráficos mais complexos pode ser feita separada−
mente. 
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� Funções que geram Gráficos 2D

Plot

Plot@f@xD, 8x, xmin , xmax<, opçõesD  é  o  comando  básico  para  gerar  gráficos  de  funções  escalares
reais f@xD, com x Î @xmin , xmaxD onde x pode ser qualquer símbolo e onde opções é uma sequência
ou  lista  (possívelmente  nula)  de  regras  propr ® valor  separadas  por  vírgula.   O  conjunto  de
opções disponíveis para Plot pode ser obtido executando o comando Options@PlotD.  As opções em
geral são todas omitidas, e apenas as que forem explícitamente especificadas alteram a respec−
tiva propriedade para o gráfico em questão. 

Options@PlotD �� Partition@#, 15D & �� Transpose �� TableForm
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AspectRatio ® 1������������������������������������
GoldenRatio

FrameStyle ® Automatic

Axes ® Automatic FrameTicks ® Automatic
AxesLabel ® None GridLines ® None
AxesOrigin ® Automatic ImageSize ® Automatic
AxesStyle ® Automatic MaxBend ® 10.
Background ® Automatic PlotDivision ® 30.
ColorOutput ® Automatic PlotLabel ® None
Compiled ® True PlotPoints ® 25
DefaultColor ® Automatic PlotRange ® Automatic

DefaultFont ¦ $DefaultFont PlotRegion ® Automatic
DisplayFunction ¦ $DisplayFunction PlotStyle ® Automatic
Epilog ® 8< Prolog ® 8<
FormatType ¦ $FormatType RotateLabel ® True
Frame ® False TextStyle ¦ $TextStyle
FrameLabel ® None Ticks ® Automatic

O utilizador pode modificar explícitamente uma ou mais destas regras alterando o valor de cada
propriedade, mas enquanto alguns valores como o de PlotPoints ® 25 têm significado evidente, já
outras como as que usam o valor Automatic devem ser alteradas com conhecimento do formato
adequado.  Use o  Help Browser ...  para obter  informação sobre os  formatos admitidos para cada
propriedade. 

Se  pretender  uma alteração  mais  permanente  de  alguma opção  de  Plot,  deve  usar  o  comando
SetOptions@Plot, propriedade ® valorD que se manterá válido para todos os posteriores comandos
Plot   durante  toda  a  sessão  do  Kernel  até  ser  outra  vez  alterado.  Por  exemplo
SetOptions@Plot, PlotPoints ® 50D  altera  a  resolução  de  todos  os  comandos  Plot  posteriores
para dividirem o seu domínio em pelo menos 50 pontos.

Uma forma de memorizar estas alterações para outras sessões de trabalho no mesmo Notebook
consiste  em  catalogar  de  Initialization Cell  as  células  onde  as  alterações  pretendidas  são
escritas.

O  resultado  de  Plot  é  um  objecto  do  tipo  Graphics@lines, optionsD  que  pode  ser  atribuído  a  um
símbolo para futura utilização. 

gr = PlotASin@xD, 8x, -2 Π, 2 Π<,
AspectRatio ®

2
������������
4 Π

, Frame ® True, AxesLabel ® 8"Θ", "Ψ"<,
FrameLabel ® 8"Legenda inferior", "Leg. esquerda\n", None, None<,
FrameStyle ® 88Red<, 8Blue<, 8Green<, 8Yellow<<,
FrameTicks ® 99# 

Π
������
2

, # 
Π
������
2

, .02= & �� Range@-4, 4D, Automatic, None, None= ,
GridLines ® 99# 

Π
������
2

, 8Hue@Abs�# �4.D<= & �� Range@-4, 4D, Range@-1, 1, .5D= E
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Plot gera uma expressão de tipo Graphics, e por isso é possível sobrepôr gráficos de funções em
domínios  diferentes  fazendo  diferentes  atribuições  gr@iD = Plot@fi@xD, 8x, ¼ <D  e  mostrando−os
juntos  com  Show@8gr@1D, ¼, gr@nD<D.  Se  os  domínios  forem  comuns,   e  se  em  vez  de  f@xD  estiver
uma  lista  de  funções  reais  8 f1@xD , f2@xD , ¼<,  todas  dependentes  do  parâmetro  x,  a  função
Plot@ 8 f1@xD , f2@xD , ¼< , 8x , xmin , xmax<D  sobrepõe  os  gráficos  das  diferentes  funções  fi@xD  no
mesmo domínio 8x , xmin , xmax<.  

$DefaultFont = 8"Helvetica", 10<;
Plot@8Sin@xD, Cos@3 xD, Cos@3 xD + Sin@xD<, 8x, -2 Π, 2 Π<,

PlotStyle ® 8Red, Blue, 8Thickness@0.01‘D, Black<<,
Frame ® True,
PlotLabel ® Cos@3 xD + Sin@xD,
AxesLabel ® 8x, None<,
FrameLabel ® 8Espaço, Amplitude<D;

-6 -4 -2 0 2 4 6
Espaço

-1.5

-1

-0.5

0

0.5

1

1.5

A
m

pl
itu

de

x

Cos@3 xD + Sin@xD

á Opções de Plot

Os seguintes gráficos mostram o efeito de usar diferentes opções em Plot, evidenciadas pelo texto
de fundo amarelo.
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O código para gerar este conjunto de gráficos está aqui.

� Plot3D

Com Plot3D o gráfico  de uma função real de dois parâmetros pode ser visto, sendo o resultado
uma expressão  de  cabeça  SurfaceGraphics.  Ao  contrário  de  Plot,  esta  não  pode  mostrar  várias
funções  ao  mesmo  tempo,  mas  é  possível  combinar  vários  SurfaceGraphics  num  só  usando
Show@8 lista de gráficos<, opçõesD

gr2 = Plot3DAx4 - y4 , 8x, -2, 2<, 8y, 0, 2<, PlotPoints ® 60, DisplayFunction ® IdentityE;
gr3 = Plot3DA- Ix4 - y4 M, 8x, -2, 2<, 8y, 0, 2<, PlotPoints ® 60, DisplayFunction ® IdentityE;
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gr23 = Show@8gr2, gr3<, DisplayFunction ® $DisplayFunctionD;

� ParametricPlot  e ParametricPlot3D

Para  obter  gráficos  de  representações  paramétricas  de  curvas  e  superfícies  podem−se  usar  as
funções nativas ParametricPlot e ParametricPlot3D. 

ParametricPlotA8Sin@ΘD, Cos@6 Θ + Π �6D<, 9Θ, 0,
#

����������
30

Π=,
PlotPoints ® 60, PlotRange ® 88-1, 1<, 8-1, 1<<E & �� Range@60D;

gr0 = ParametricPlot3D@8Sin@yD Cos@xD, Sin@xD Sin@yD, Cos@xD<,8x, 0, 2 Pi<, 8y, 0, 2 Pi<,
BoxRatios ® 81, 1, 1<,
DisplayFunction ® Identity, PlotPoints ® 60D;

gr1 = ParametricPlot3D@.5 8Sin@yDCos@xD, Sin@xDSin@yD, Cos@yD<,8x, 0, 2 Π<, 8y, 0, Π<,
BoxRatios ® 81, 1, 1<,
DisplayFunction ® Identity, PlotPoints ® 60D;

Show@8gr1 �. Polygon@z_D ¦ 8EdgeForm@D, Polygon@zD<,
gr0 �. Polygon@z_D ¦ Polygon@z + .43 HReverse@zD - zL + HRotateRight@Reverse@zD, 2D - zL 0D<,

DisplayFunction ® $DisplayFunctionD;
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� ListPlot e ListPlot3D

A representação gráfica de  conjuntos discretos também é  possível  usando as funções ListPlot e
ListPlot3D
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henon@n_, m_, Α_D := BlockA8<,
Xmin = -4.; Xmax = 4.;
Ymin = -3.; Ymax = 3.;
points = 8<; OVF = 1010 ;
a = Cos@2. Π ΑD; b = Sin@2. Π ΑD;
ForAk = 0, k £ m, k++, xo = Random@D;

yo = Random@D; AppendTo@points, Hue@Random@DDD;
ForAj = 0, j £ n, j++, x1 = a xo + b yo + b xo

2 ; y1 = -b xo + a yo + a xo
2 ;

IfAx1
2 < OVF && y1

2 < OVF , xo = x1 ; yo = y1 ;

AppendTo@points, Point@8x1 , y1<DD, BreakE
E
E

E
henonA28 , 34, .245104E
Show@Graphics@8PointSize@0.006D, points<D, AspectRatio ® 1D

pts = Cases@points, z_PointD �. z_Point ¦ zP1T;
ListPlot@pts, PlotJoined ® False, PlotRange ® Automatic,

PlotStyle ® 8PointSize@0.003D<, AspectRatio ® 1D;
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� Animação de Gráficos

A  forma  mais  rápida  de  fazer  animações  é  gerar  os  "frames",  i.e.  uma  sequência  de  gráficos
(tendo o cuidado de especificar a opção PlotRange ® 9rangex, rangey, rangez= igual para todos)
e,  depois  de  seleccionar  o  conjunto  de  células  gráficas,  usar  o  menu

Cell ® Animate Selected Graphics .  Para fazer tudo isto duma vez só é necessário escrever os
frames da animação num grupo fechado de células donde apenas a primeira é visível, seleccionar
o conjunto  e dar a ordem de animação usando SelectionAnimate.

á Escrever células criando um grupo fechado

Como  é  que  se  escreve  um  grupo  de  células  fechado?  O  comando  CellGroup−

Data[{cell1,cell2,...},Closed]  permite  escrever  num Notebook um conjunto  de  células agrupa−
das com a primeira apenas visível.

A seguir use DisplayFunction para especificar o que fazer com as strings de Postscript geradas
pelo Mathematica . Neste caso, basta acumular estas strings numa lista de células do tipo Cell[−

GraphicsData["PostScript",  display_string],"Graphics"]   para  depois  escrever  todos  os
frames da animação num grupo fechado de células no SelectedNotebook[]. 

O comando SelectionMove para o grupo de células que acabaram de ser geradas dentro de um
CellGroup  garante  que  todas  os  frames  da  animação  ficam  seleccionados.  Finalmente,  use  o
SelectionAnimate[] para animar o que está seleccionado.
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nb = SelectedNotebook@D;
celllist = 8<;
TableA

ParametricPlot@8Sin@x - 3 tD, Cos@3 x - 15 tD<, 8x, 0, 2 Π<,
AspectRatio ® 72 �272, DisplayFunction ® HAppendTo@celllist,

Cell@GraphicsData@"PostScript", DisplayString@#DD,
"Graphics", ImageSize ® 8272, 72<DD &LD,

9t, 0,
2 Π
������������
3

,
2 Π
������������
9
=E;

NotebookWrite@nb, Cell@CellGroupData@celllist, ClosedDDD;
SelectionMove@nb, Previous, CellGroupD;
SelectionAnimate@nb, 4, AnimationDisplayTime ® .3D;

Uma  outra  opção  envolve  escrever  os  sucessivos  "frames"  de  uma  animação  numa  célula  do
actual  Notebook  de  trabalho  (cuja  referência  é   nb = EvaluationNotebook@D  )  referenciada  por
uma  propriedade  CellTags ® meutag.  Esta  célula  pode  ser  criada  usando  a  função  nativa
CellPrint,  e  cada  "frame"  é  para  lá  redireccionado  usando  uma  expressão  adequada  para  a
DisplayFunction.

Module@8nb = EvaluationNotebook@D, Target, tar<,
meutag = ToString@tagD <> ToString@$SessionIDD;
CellPrint@Cell@"", "Graphics", CellTags ® meutagDD;
Do@Pause@.1D;

Plot@a * xa , 8x, 0, 1<, PlotRange ® 80, 1<,
DisplayFunction ® HNotebookFind@nb, meutag, All, CellTagsD;

NotebookWrite@nb, Cell@GraphicsData@"PostScript", DisplayString@#DD,
"Graphics", CellTags ® meutagDD &LD, 8a, 0, 10, 1<DD
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� Gráficos e Som

Uma  função  oscilatória  pode  ser  ouvida  usando  a  função  Play@f@tD, 8t, to, tf <D  e  pressionando
duas vezes o canto superior direito da célula.

PlayASin@20 tDSin@23 tDSinA104 t 
ikjj1 +

3
����������
10

ã-5 SinA�!!!t E Sin@123.4 tDy{zzE, 8t, 0, 4<E;

Cálculo Diferencial

� Derivação Simbólica

(a) −
As operações de cálculo diferencial simbólico também estão definidas no Mathematica. 
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¶x ArcSin@k x - v tD ¶t ArcSin@k x - v tD ¶x,t ArcSin@k x - v tD
Dt@f@x@tDD, tD ¶x I¶y I 1�����

y
A@x, yDMM D@xy , x, yD �� FullSimplify �� TraditionalForm ��

TableForm

i

k

jjjjjjjjjjjjjjj

k����������������������������������������������������"##############################
1-Ht v-k xL2 - v����������������������������������������������������"##############################

1-Ht v-k xL2
k v Ht v-k xL

�����������������������������������������������������������I1-Ht v-k xL2 M3�2
f¢HxHtLL x¢HtL y AH1,1LHx,yL-AH1,0LHx,yL

������������������������������������������������������������������������������������
y2 xy-1 Hy logHxL + 1L

y

{

zzzzzzzzzzzzzzz
(b) − D@f@xD, xD  representa  a  1ª  derivada  de  f@xD,  algo  que  em  notação  normal  se  costuma

escrever ¶x f@xD. 
(c) − O símbolo ¶, ou \@PartialD, obtém−se com a combinação åpdå ou �pd�. 

(d) − A  menos  que  se  use  com  o  operador  HoldForm,  a  notação   ¶x f@xD  é  imediatamente
substituída por D@f@xD, xD, a qual é posteriormente avaliada como Derivative@1D@fD@xD.

H8ToString@#1D@HoldForm@¶x f@xDDD, "�", #1@¶x f@xDD< &L ��8FullForm, StandardForm, TraditionalForm< �� TableForm

FullForm@¶x f@xDD � Derivative@1D@fD@xD
StandardForm@¶x f@xDD � f ¢@xD
TraditionalForm@¶x f@xDD � f¢HxL
H8ToString@#1D@"HoldForm"�HoldForm@¶x f@xDDD, "�", #1@HoldForm@¶x f@xDDD< &L ��8FullForm, StandardForm, TraditionalForm< �� TableForm

FullForm@HoldForm@¶x f@xDDD � HoldForm@D@f@xD, xDD
StandardForm@HoldForm@¶x f@xDDD � ¶x f@xD
TraditionalForm@HoldForm@¶x f@xDDD �

¶f HxL
������������������

¶x

(e) − Para  funções  com mais  de  uma variável,  as  definições  estendem−se de  forma natural  a
D@f@x, y, ¼D, x1, x2, ¼, xn D ou ¶x1, x2, ¼, xn f@x, y, ¼D

H8ToString@#1D@HoldForm@¶x,y,x f@x, yDDD, "�", #1@¶x,y,x f@x, yDD< &L ��8FullForm, TraditionalForm< �� TableForm

FullForm@¶x,y,x f@x, yDD � Derivative@2, 1D@fD@x, yD
TraditionalForm@¶x,y,x f@x, yDD � f H2,1L Hx, yL
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f@x_, z_D := a@xD +
b@x, zD
�����������������������

x
¶y,y f@y, zD
2 b@y, aD
������������������������������

y3
+ a¢¢ @yD -

2 bH1,0L @y, aD
�������������������������������������������

y2
+

bH2,0L @y, aD
�������������������������������������

y

H8ToString@#1D@"HoldForm"�HoldForm@¶x,x f@x, yDDD,
"�", #1@HoldForm@¶x,x f@xDDD< &L ��8FullForm, StandardForm, TraditionalForm< �� TableForm

FullForm@HoldForm@¶x,x f@x, yDDD � HoldForm@D@f@xD, x, xDD
StandardForm@HoldForm@¶x,x f@x, yDDD � ¶x,x f@xD
TraditionalForm@HoldForm@¶x,x f@x, yDDD �

¶2f HxL
�����������������������
¶x ¶x

Ü   A menos que se indique explícitamente a dependência de f  em x com a notação f@xD, a derivação
simbólica  D@expr, xD  trata  como  constante  qualquer  símbolo  que  não  esteja  pré−definido  como
uma função de x. Assim, não se deve usar ¶x f em expressões (mesmo que a intenção fosse substi−
tuir  posteriormente  f  por  f@xD)  porque  na  avaliação  ¶x f ® 0.  Pode−se  no  entanto  usar
HoldForm@¶x fD, desde que depois se faça ReleaseHold no fim para obter uma expressão avaliada
completamente.

¶x f �. f ® a@xD
0

HoldForm@¶x fD �. f ® a@xD �� ReleaseHold

a¢@xD
¶x f@xD �. f ¦ Function@8t<, a@tDD
a¢@xD

Enquanto que ¶x f  dá em geral derivadas parciais de f , o operador Dt@expr, ΤD determina a deri−
vada total de expr, assumindo que todos os símbolos de expr dependem implícitamente de Τ.  (É
possível dar a opção Constants ® 8 a1, ¼ < para indicar quais os símbolos que devem ser conside−
rados meros parâmetros.)

ClearAll@fD
Dt@f@xD, tD �� Simplify �� TraditionalForm
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â x
�����������
â t

f¢HxL

Dt@f@x, tD, tD �� TraditionalForm

f H0,1LHx, tL +
â x
�����������
â t

f H1,0LHx, tL

z =.

Dt@f@x, y, z, tD, tD �. Derivative@n__D@f_D@x__D ¦ Hrl = Hk ® 8n<.8x<L; HoldForm@¶k fD �. rlL ��
TraditionalForm

¶ f
���������
¶ t

+
â x
�����������
â t

¶ f
����������
¶x

+
â y
�����������
â t

¶ f
����������
¶y

+
â z
�����������
â t

¶ f
����������
¶z

ReleaseHold@%D
0

Format@Derivative@z__D@f_D@x__D, TraditionalFormD :=
IHFA"¶"Ζ

Ξ fE �. Ζ ® HDisplayForm�RowBox�Flatten� HHTable@#1, 8j, #2<D & �� ##L & ��
Transpose@88x<, 8z<<DLL �. Ξ ® If@Tr@8z<D � 1, "", Tr@8z<DDM
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Dt@f@x, y, z, tD, tD �� TraditionalForm

¶t f +
â z
�����������
â t
H¶z f L +

â y
�����������
â t
I¶y f M+

â x
�����������
â t
H¶x f L

� Integração

A primitivação e integração estão implementadas através de Integrate@f@xD, xD, ou Ù f@xD â x.

O símbolo Ù  ou � @IntegralD pode−se introduzir escrevendo åintå.

â ou � @DifferentialDD  (åddå) é um operador tipo prefixo que requer sempre um argumento, tal
como ¶ aliás. 

O símbolo que segue â (e.g. â x) determina a variável de integração (i.e. x). 

Para efeitos de integração x deve ser um símbolo e não uma expressão, a menos que seja simboli−
zada (via Symbolize).

â Ξ

DifferentialD@ΞD

à SinAΠ - x2E â x

$%%%%%%%Π
������
2

FresnelSA$%%%%%%%2
������
Π

xE

à
a0

a1
SinAΠ - x2E â x

-$%%%%%%%Π
������
2

FresnelSA$%%%%%%%2
������
Π

a0E +$%%%%%%%Π
������
2

FresnelSA$%%%%%%%2
������
Π

a1E

DtAà
c@x,tD

d@x,tD
f@ΞD â Ξ, tE;

-f@c@x, tDD IcH0,1L@x, tD + Dt@x, tD cH1,0L@x, tDM + f@d@x, tDD IdH0,1L@x, tD + Dt@x, tD dH1,0L@x, tDM

DAà
c@x,tD

d@x,tD
f@ΞD â Ξ, tE

-f@c@x, tDD cH0,1L@x, tD + f@d@x, tDD dH0,1L@x, tD
Para  funções  demasiado  complexas  para  que  o  Mathematica  encontre  primitivas,
NIntegrate@f@xD, 8x, x0, x1<D dá uma aproximação numérica do integral num intervalo @x0, x1D.
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PlotAà
0

x
SinAΠ - Ξ2E â Ξ, 8x, 0, 6<E �� Timing

815.05 Second, � Graphics �<

PlotAà
0

x
SinAΠ - Ξ2E â Ξ �� Release, 8x, 0, 6<E �� Timing

85.43 Second, � Graphics �<

F = CompileA8x<, à
0

x
SinAΠ - Ξ2E â Ξ �� ReleaseE

CompiledFunctionA8x<,$%%%%%%%Π
������
2

FresnelSA$%%%%%%%2
������
Π

xE, -CompiledCode-E

Plot@F@xD, 8x, 0, 6<D �� Timing

"Curso de Mathematica" 67

© A. Rica da Silva,Prof. IST −67− 11/9/06



85.38 Second, � Graphics �<

� Solução de Equações Diferenciais

Para a solução de equações diferenciais ordinárias DSolveAFAy@tD, y ’@tD, ¼, yHnL@tDE, y@tD, tE pro−
cura encontar soluções para a função y@tD da variável independente t.

á Inicial.

<< Utilities‘Notation‘

$Post := HIf@Head@#D === List, TableForm@#D, #D &L
Symbolize@x_oD
á Exemplo I

A  seguinte  equação  linear  não−homogénea  de  coeficientes  dependentes  do  tempo  apenas  tem
uma solução genérica.

Eqn1 = x¢@tD � a@tD x@tD + b@tD;
InitCond1 = Hx@0D � xo L;
sol1 = DSolve@Eqn1 && InitCond1, x@tD, tD;
x@tD ® ãÙ0ta@ΤD âΤ xo + ã

ÙΤo

t a@ΤD âΤ à
0

t
ã

-ÙΤo

Ζ a@ΤD âΤ
b@ΖD â Ζ

sol1 = sol1 �.
Thread@HCases@sol1, z_ �; StringMatchQ@ToString@zD, "K$*"D, 80, ¥<D �� UnionL ® 8Τ, Τo , Ζ, Ζo <D ��

AtA1, 1, 2, H# �� Distribute �� Collect@#, _PowerD &L �. ikjjj-às_

0
z_ â x_ + à

s_

t
z_ â x_

y
{zzz ¦ à

0

t
z â x &E

A verificação é simples:
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x’@tD == HD@x@tD �. sol1P1, 1T, tD �� SimplifyL �. Reverse@sol1P1, 1TD
x¢@tD == b@tD + a@tD x@tD

sys = 9a@t_D ® -Sin@4 tD, b@t_D ® ã-t2
, Τo ® 0=;

PlotAx@tD �. sol1P1, 1T �. sys �. xo ® 2 �� Release, 8t, 0, 4<, PlotRange ® 8-2, 4<, Frame ® True,

AxesLabel ® 8t, x<, PlotLabel ® x@tD == ã-1+Cos@tD ikjjjxo + à
0

t
ã1-Ζ2 -Cos@ΖD  â Ζ

y
{zzzE;

á Exemplo II

Esta é uma equação não−linear por causa do termo x@tD2 mas é separável

Eqn2 = Ix’@tD � a@tD x@tD2 M;
InitCond2 = Hx@0D � xo L;
sol2 = DSolve@Eqn2 && InitCond2, x@tD, tD;
sol2 �. Thread@HCases@sol2, z_ �; StringMatchQ@ToString@zD, "K$*"D, 80, ¥<D �� UnionL ® 8Τ, Τo <D;
% �� AtA1, 1, 2, 2, 1, Collect@#, xoD �. ikjjjàs_

0
z_ â x_ - à

s_

t
z_ â x_

y
{zzz ¦ -à

0

t
z â x &E

x@tD® xo����������������������������������������������������
1-xo Ù0t  a@ΤD âΤ

á Exemplo III

Esta é a equação de movimento de um oscilador amortecido com frequência natural Ω e amorteci−
mento Λ.
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Eqn3= x¢¢@tD+2 Λ x¢@tD+Ω2 x@tD==0;

InitCond3 = 8x@0D == xo , x¢@0D == vo <;
sol3 = DSolve@Eqn3 && And �� InitCond3, x@tD, tD

A solução dá o movimento x@tD dum oscilador amortecido. Quando Λ ³ Ω o movimento deixa de ser
oscilatório.

x@tD ® ã-t Λ ikjjjxo CosAt�!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!-Λ2 + Ω2 E +
Hvo +xo ΛLSinAt�!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!-Λ2 +Ω2 E
�������������������������������������������������������������������������!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!

-Λ2 +Ω2

y{zzz

sol3 = DSolve@Eqn3 && And �� InitCond3, x@tD, tD ��
AtA1, 1, 2,

i
k
jjjjik
jjjj # ãt Λ

�����������������������������������������������������
HoldForm@ãt ΛD �� ExpToTrig �� Simplify �� Collect@#, 8xo , vo <D &y{

zzzz �. �!!!!!!z_ ¦ ä 
�!!!!!!!

-z �.
I�!!!!!!z_ M-1

¦ Iä 
�!!!!!!!

-z M-1 �� Collect@Apart@#1D, _HoldFormD & ��
At@2, 2, SimplifyDy{

zzzz &E �� ReleaseHold;

Se mantivermos Λ < Ω poderemos ainda simplificar esta solução para

x@tD ® ã-t Λ$%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%xo
2 +

Hvo +xo ΛL2
������������������������������

-Λ2 +Ω2 Sign@xoDSinAt�!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!-Λ2 + Ω2 + ArcTanA xo
�!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!

-Λ2 +Ω2
�������������������������������������

vo +xo Λ
EE

sol3 �� AtA1, 1, 2,

# �. z_ Cos@Θ_D + y_ Sin@Θ_D ¦
ikjjjSign@zD "###############################################z2 + Hy2 �� SimplifyL  

ikjjjSinAΘ + ArcTanA z
������
y
EE �� Simplify

y{zzzy{zzz &E

á Posição inicial 
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PlotA#, 8t, 0, 5<, PlotStyle ®

J9HueA #
������
3
E, 9Dashing@.01 81, 1, 1<D, HueA #

������
3
E=, 9Dashing@.01 81, 1, 1<D, HueA #

������
3
E== & ��

Range@6D �� Flatten@#, 1D &N, PlotRange ® 8-6, 6<, Frame ® TrueE &�

TableA9x@tD, 8#, -#< &� ã-t Λ  $%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%xo
2 -
Hvo + xo ΛL2
���������������������������������������

Λ2 - Ω2
= ��. 9sol3P1, 1T, vo ® 0, Λ ®

Ω
����������
10

, Ω ® 2 Π=,
8xo , 0, 6, 3<E ;

á Amortecimento 

Plot@# �� Release, 8t, 0, 3<, PlotStyle ® H8Hue@# �8D< & �� Range@8D �� FlattenL, PlotRange

® 8-3, 3<D &�TableARe@x@tDD ��. 8sol3P1, 1T, vo ® 0, xo ® 3, Ω ® 2 Π<, 9Λ, 0, 4 Π,
4.1 Π
������������������

8
=E ;

Quando não existem formas analíticas para a resolução de equações diferenciais pode−se usar a
forma  numérica  NDSolveAFAy@tD, y ’@tD, ¼, yHnL@tDE, y@tD, 8t, to, t1<E  para  aproximar  a  solução
verdadeira  y@tD,  no  intervalo  da  variável  independente  @to, t1D,  por  via  de  uma
InterpolatingFunction.

á Exemplo IV

A  seguinte  equação  é  não−linear  e  não−separável,  pelo  que  uma  solução  analítica  deve  ser
inexistente.

Eqns4 = x¢HtL� t2 - 3 t - Ht + 1L  xHtL¤+ 1;

DSolve@Eqns4 && x@0D � xo , x@tD, tD
~ Solve::ifun :  Inverse functions are being used

by Solve, so some solutions may not be found.

~ InverseFunction::ifun :  Inverse functions are being
used. Values may be lost for multivalued inverses.
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~ InverseFunction::ifun :  Inverse functions are being
used. Values may be lost for multivalued inverses.

~ Solve::tdep :  The equations appear to involve the variables
to be solved for in an essentially non-algebraic way.

$Aborted

Uma solução numérica é  mais fácil,  embora possam aparecer singularidades antes de  acabar o
tempo

NDSolve@Eqns4 && x@0D � 1, x@tD, 8t, 0, 5<D
88x@tD ® InterpolatingFunction@880., 5.<<, <>D@tD<<
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Options@NDSolveD �� Sort �� PadRight@#, Length@#D + 2, ""D &;
% �� Partition@#, HLength@#DL �2D & �� #¬ & �� TableForm

AccuracyGoal ® Automatic NormFunction ® Automatic
Compiled ® True PrecisionGoal ® Automatic
DependentVariables ® Automatic SolveDelayed ® False
EvaluationMonitor ® None StartingStepSize ® Automatic

MaxStepFraction ® 1���������
10

StepMonitor ® None

MaxSteps ® Automatic WorkingPrecision ® MachinePrecision
MaxStepSize ® Automatic
Method ® Automatic

soltbl1 = Hx@tD �. NDSolve@Eqns4 && x@0D � #, x@tD, 8t, -5, 5<D & �� Range@-5, 5, 1DL;
gr1 = Plot@#, 8t, -5, 5<, PlotRange ® 8-5, 5<, AspectRatio ® 1, PlotStyle ® RedD &�soltbl1;

soltbl2 = Hx@tD �. NDSolve@Eqns4 && x@#D � 0, x@tD, 8t, -5, 5<D & �� Range@-5, 5, 1DL;
gr2 = Plot@#, 8t, -5, 5<, PlotRange ® 8-5, 5<, AspectRatio ® 1, PlotStyle ® BlueD &�soltbl2;

Show@8gr1, gr2<, DisplayFunction ® $DisplayFunctionD;
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Note que uma equação diferencial de 1ª ordem âx���������
ât

= f  Hx, tLde facto pode ser entendida como um

campo de direcções, representado pelo versor eÓÖ f = 9 1����������������������������������"########################
f  Hx,tL2 +1

, f  Hx,tL
����������������������������������"########################

f  Hx,tL2 +1
=

<< Graphics‘PlotField‘

Options@PlotVectorFieldD �� Sort �� PadRight@#, Length@#D + 2, ""D & �� Partition@#, 13D & �� #¬ & ��
TableForm

AspectRatio ® Automatic FrameStyle ® Automatic PlotRegion ® Automatic

AspectRatio ® 1������������������������������������
GoldenRatio

FrameTicks ® Automatic Prolog ® 8<
Axes ® False GridLines ® None RotateLabel ® True
AxesLabel ® None HeadCenter ® 1 ScaleFactor ® Automatic
AxesOrigin ® Automatic HeadLength ® 0.02 ScaleFunction ® None
AxesStyle ® Automatic HeadScaling ® Automatic Ticks ® Automatic
Background ® Automatic HeadShape ® Automatic ZeroShape ® Automatic

ColorFunction ® None HeadWidth ® 0.5 DefaultFont ¦ $DefaultFont
ColorOutput ® Automatic ImageSize ® Automatic DisplayFunction ¦ $DisplayFunction
DefaultColor ® Automatic MaxArrowLength ® None FormatType ¦ $FormatType
Epilog ® 8< PlotLabel ® None TextStyle ¦ $TextStyle
Frame ® False PlotPoints ® Automatic
FrameLabel ® None PlotRange ® All

gr3 = PlotVectorFieldA91, -H1 + tL Abs@xD + 1 - 3 t + t2=,8t, -5, 5<, 8x, -5, 5<, ColorFunction ® HHue@.8 #D &L, ScaleFactor ® 1,
HeadWidth ® 1, HeadLength ® 0.02‘, HeadCenter ® .8, PlotPoints ® 20E;
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Show@8gr3, gr1, gr2<, Cases@Options@gr1D, z_Rule �; ! FreeQ@z, PlotRangeDDP1T,
DisplayFunction ® $DisplayFunctionD;
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Exemplos de Cálculo Numérico

Equações algébricas, Raízes.

<< Utilities‘Notation‘

Symbolize@yoD
Symbolize@xoD
Symbolize@yo , WorkingForm ® TraditionalFormD

~ Symbolize::boxSymbolExists :  Warning: The box structure attempting
to be symbolized has a similar or identical symbol already
defined, possibly overriding previously symbolized box structure.

Notation@Composition@g, fD� Hgë f L, WorkingForm ® TraditionalFormD
UpdateNotationsInNotebook[]

tiz_ := Sequence �� 8FontFamily ® Times, FontSlant ® Italic, FontSize ® z<
tbz_ := Sequence �� 8FontFamily ® Times, FontWeight ® Bold, FontSize ® z<
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� Solução de equações Algébricas

Para  a  solução  de  equações  algébricas  o  Mathematica  dispõe  de  algoritmos
Solve@eqns, vars, elimsDe Reduce@eqns, vars, elimsD.
 O  resultado de  Solve  é  sempre  uma lista de  Regras de  Substituição (eventualmente vazia)  na
forma 8var ® sol, ¼<. 
Pelo contrário, Reduce procura reduzir ao máximo o número de equações independentes, e especi−
fica em forma de relação lógica (AND && e OR ÈÈ)as condições de validade para essas equações.

eqns := 8a x - b y � 0, b x - a � 2 y<
Solve@eqns, 8x, y<D
99x ® -

a b
����������������������������
2 a - b2

, y ® -
a2

����������������������������
2 a - b2

==

Reduce@HAnd �� eqnsL, 8x, y<D
a == 0 && b == 0 && y == 0 ÈÈ x ==

a b
���������������������������������
-2 a + b2

&& y == -
a2

����������������������������
2 a - b2

&& 2 a - b2 ¹ 0

� Zeros de Funções

Excepto para funções polinomiais até ordem 5, a obtenção de zeros duma função y = f HxL só pode
ser efectuada usando métodos iterativos: a partir dum valor xo estimado próximo dum zero zr de
f, é preciso encontrar uma função de iteração F  tal que zr seja um ponto fixo de F :

xi+1 = F  Hxi L = F  HF  Hxi-1LL = ¼ = F i+1 HxoL
zr = F Hzr L = lim

i®¥
F i HxoL

O sucesso da determinação do zero zr depende de:

(a) − Determinação de uma função de iteração  F  adequada,

(b) − Condições de convergência da sequência 8xi<i=0,¼,¥ ,

(c) − Rapidez de convergência dessa sequência.

á Exercício

Uma sequência convergente 8xi<i=0,¼,¥  para um limite zr  designa−se ´Convergente de Grau p´

se

lim
i®¥
J  xi+1 - zr ¤

������������������������������ xi - zr ¤p N = C ¹ 0

(a) − Mostre que, para o caso em que p Î N,  F  é um método de ordem p se se anularem todas
as derivadas F HnL@zrD de ordem n < p !
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xi+1 = F Hxi L » F Hzr L +
F p@zr D Hxi - zr Lp
��������������������������������������������������������

p!
+OI xi - zr ¤p+1M

(b) − Mostre que a ordem do método da secante (posição falsa) é p =
1+
�!!!!

5
�����������������������

2
.

Métodos  iterativos  F  em  que  a  estimativa inicial  xo  é  arbitrária  e  conduza  sempre  ao  zero  zr
mais próximo são difíceis de encontrar. O método de Laguerre é um desses métodos, e a conver−
gência é de grau 3 no caso de raízes simples (para raízes degeneradas a convergência é apenas
linear):

xi+1 = xi -
i f Hxi L

f ¢Hxi L ±$Hi - 1L2 f ¢Hxi L2 - i Hi + 1L f Hxi L f ¢¢Hxi L
á Aplicação

f@x_D := SinAx - x2E
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data := 8<
x0 = x1 = N@1.85, 20D;
ForAi = 1, i < 9, i++, AppendToAdata, 9
SequenceFormA"x- =",

SetAccuracyAx0 = x0 -
i f@x0D

�����������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������

f ¢@x0D -
"####################################################################################Hi - 1L2 f ¢@x0D2 - i Hi + 1L f@x0D f ¢¢@x0D , 20EE,

SequenceFormA"Ε =",
x0 - z-
��������������������������

f@x0D E,
SequenceFormA"x+ =",

SetAccuracyAx1 = x1 -
i f@x1D

�����������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������

f ¢@x1D +
"####################################################################################Hi - 1L2 f ¢@x1D2 - i Hi + 1L f@x1D f ¢¢@x1D , 20EE,

SequenceFormA"Ε =",
x1 - z+
��������������������������

f@x1D E=EE;
z- =.; z+ =.;
Thread@r@8z- == x, z+ == x<, SetAccuracy@8FindRoot@f@xD == 0, 8x, x0<D, FindRoot@f@xD == 0, 8x, x1<D<,

20DDD �. r ¦ ReplaceAll �. Equal ¦ Set;

StylePrint@TableForm@dataD, "DisplayFormula"D;
8SetAccuracy@8FindRoot@f@xD == 0, 8x, x0<D, FindRoot@f@xD == 0, 8x, x1<D<, 20D< ��

StylePrint@TableForm@#D, "DisplayFormula"D &
x- =1.5878540539885905858 Ε =-0.731468 x+ =2.11151524919767119570 Ε =0.322471
x- =1.27106668536269040715 Ε =-0.802525 x+ =2.2736435927340865604 Ε =0.279409
x- =0.9786079916928005495 Ε =-1.02193 x+ =2.33817206748095207658 Ε =0.271761
x- =0.99969042120596263157 Ε =-1.00031 x+ =2.3416252792236487146 Ε =0.271499
x- =0.99999995205795078057 Ε =-1. x+ =2.3416277185106708636 Ε =0.271454
x- =0.9999999999999990008 Ε =-1. x+ =2.3416277185114782178 Ε =0.
x- =1.0000000000000000000 Ε =Indeterminate x+ =2.3416277185114782178 Ε =0.
x- =1.0000000000000000000 Ε =Indeterminate x+ =2.3416277185114782178 Ε =0.

x ® 1.0000000000000000000 x ® 2.3416277185114782178

á Notas :

Off@Power::"infy", ¥::"indet"D
IPlotASinAx - x2E, 8x, -Π, Π<EM
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(a) − Use Thread@f@a1, a2DD para distribuir f pelos elementos de listas  a1 e a2

?? Thread

Thread@f@argsDD "threads" f over any lists that appear in args. Thread@f@
argsD, hD threads f over any objects with head h that appear in args.
Thread@f@argsD, h, nD threads f over objects with head h that appear
in the first n args. Thread@f@argsD, h, -nD threads over the last n args.
Thread@f@argsD, h, 8m, n<D threads over arguments m through n. More¼

Attributes@ThreadD = 8Protected<
Thread@r@8a, a<, 8a ® v, a ® d<DD
8r@a, a ® vD, r@a, a ® dD<
% �. r ® ReplaceAll

8v, d<
(b) − Use SetAccuracy[expr,m] para exibir cálculos de precisão arbitrária m. 

(c) − Use N[expr,n] para usar precisão n nos cálculos numéricos.

?? SetAccuracy

SetAccuracy@expr, nD yields a version of expr in which all
numbers have been set to have an accuracy of n digits. More¼

Attributes@SetAccuracyD = 8Listable, Protected<

� Método Genérico

Designando por xr   um valor do argumento de y = f HxL para o qual f Hxr L = 0, desde que f¢HxL ¹ 0 a
função  f HxL  é  invertível  numa  vizinhança  de  xr,  e  podemos  escrever  xr = gH0L,  onde
x = gHyL º gHf HxLL nessa vizinhança. Se yo » 0, podemos desenvolver gH0L na forma 
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g H0L ==â
n=0

¥ H-yoLn
���������������������

n!
 gHnL  HyoL

Por exemplo, até à ordem 3:

g@yD > Series@g@yD, 8y, yo, 3<D
(1.1)    gHyL > gHyoL + g¢HyoL Hy - yoL +

1
������
2

g¢¢HyoL Hy - yoL2 +
1
������
6

gH3LHyoL Hy - yoL3 + OIHy - yoL4M
Embora se desconheça a função x = gHyL, as suas derivadas podem ser recursivamente deduzidas
das de  f(x). Dado que gHyL º gë f HxL = x, se derivarmos sucessivamente em ordem a x obtemos

TableFormAIHoldFormAHgë f LH#1L@xDE == Composition@g, fDH#1L@xD == H#1 &LH#1L@xD &M �� Range@0, 3D �.
f@xD ® yE �� TraditionalForm

Hgë f LH0LHxL == gHyL == x

Hgë f L¢HxL == f ¢HxL g¢HyL == 1

Hgë f L¢¢HxL == g¢¢HyL f ¢HxL2 + g¢HyL f ¢¢HxL == 0

Hgë f LH3LHxL == gH3LHyL f ¢HxL3 + 3 f ¢¢HxL g¢¢HyL f ¢HxL + g¢HyL f H3LHxL == 0

Resolvendo em ordem às derivadas de gHyL 
Idiffg = ISAHComposition@g, fDLH#1L@xD == H#1 &LH#1L@xD, gH#1L@yDE &M �� Range@3D �. f@xD ® y �.

S ¦ Solve �. Rule ¦ Equal �� FlattenM �� TableForm �� TraditionalForm

g¢HyL == 1������������������
f ¢HxL

g¢¢HyL == -
g¢HyL f ¢¢HxL
�������������������������������������

f ¢HxL2
gH3LHyL == -

3 f ¢HxL f ¢¢HxL g¢¢HyL+g¢HyL f H3LHxL
��������������������������������������������������������������������������������������������������������

f ¢HxL3
Idiffgr = ReduceAdiffg, IgH#1L@yD &M �� Range@3DE �. And ¦ List �. Equal ¦ Rule �. y ® y_M ��

TableForm �� TraditionalForm

g¢HyL == 1������������������
f ¢HxL

g¢¢HyL == -
f ¢¢HxL

����������������������
f ¢HxL3

gH3LHyL ==
3 f ¢¢HxL2- f ¢HxL f H3LHxL
�������������������������������������������������������������������������

f ¢HxL5
f ¢HxL ¹ 0 && y == f HxL

Substituindo em (1.1) estas expressões, obtemos para yo = f Hxo L,
At@2, HoldForm@#1D �. Plus ® List &DA

g@yD == Normal@Series@g@yD, 8y, yo, 3<DD �. Drop@diffgr, -1D �. y ® 0 �. x ¦ xo �. g@yoD ¦ xo � �.
yo ¦ f@xoD �. g@0D ® x1E �. List ® Plus
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x1 == xo -
f HxoL

����������������������
f ¢HxoL -

f ¢¢HxoL f HxoL2
�����������������������������������������������

2 f ¢HxoL3 -
I3 f ¢¢HxoL2 - f ¢HxoL f H3LHxoLM f HxoL3
��������������������������������������������������������������������������������������������������������������������

6 f ¢HxoL5
Nesta expressão, os dois primeiros termos representam uma aproximação de Newton−Raphson

� Métodos iterativos: convergência de ordem quadrática, 

cúbica, etc

g@yD > Series@g@yD, 8y, yo , 3<D;
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9Composition@g, fDH#1L@xD == H#1 &LH#1L@xD= & �� Range@4D �. f@xD ® y �� TableForm �� TraditionalForm

f¢HxL g¢HyL � 1

g¢¢HyL f¢HxL2 + g¢HyL f¢¢HxL � 0

gH3LHyL f¢HxL3 + 3 f¢¢HxL g¢¢HyL f¢HxL + g¢HyL f H3LHxL � 0

gH4LHyL f¢HxL4 + 6 f¢¢HxL gH3LHyL f¢HxL2 + 4 g¢¢HyL f H3LHxL f¢HxL + 3 f¢¢HxL2 g¢¢HyL + g¢HyL f H4LHxL � 0

Idiffg = IsAHComposition@g, fDLH#1L@xD == H#1 &LH#1L@xD, gH#1L@yDE &M �� Range@4D �. f@xD ® y �. s ¦ Solve �.
Rule ¦ Equal �� FlattenM �� TableForm �� TraditionalForm

g¢HyL == 1�����������������
f¢HxL

g¢¢HyL == -
g¢HyL f¢¢HxL
������������������������������������

f¢HxL2
gH3LHyL ==

-3 f¢HxL f¢¢HxL g¢¢HyL-g¢HyL f H3LHxL
����������������������������������������������������������������������������������������������������������

f¢HxL3
gH4LHyL ==

-6 f¢¢HxL gH3LHyL f¢HxL2-4 g¢¢HyL f H3LHxL f¢HxL-3 f¢¢HxL2 g¢¢HyL-g¢HyL f H4LHxL
�������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������

f¢HxL4

Idiffgr = ReduceAdiffg, IgH#1L@yD &M �� Range@4DE �. And ¦ List �. Equal ¦ RuleDelayed �. y ¦ y__M ��
TableForm �� TraditionalForm

g¢Hy__L ¦ 1�����������������
f¢HxL

g¢¢Hy__L ¦ -
f¢¢HxL

���������������������
f¢HxL3

gH3LHy__L ¦
3 f¢¢HxL2-f¢HxL f H3LHxL
����������������������������������������������������������������������

f¢HxL5
gH4LHy__L ¦

-15 f¢¢HxL3+10 f¢HxL f H3LHxL f¢¢HxL-f¢HxL2 f H4LHxL
������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������

f¢HxL7
f¢HxL ¹ 0

g@yD > Normal@Series@g@yD, 8y, yo , 3<DD ��. Drop@diffgr, -1D �. x ® xo �. g@yoD ® xo �. g@yD ® x �.
yo ® f@xoD;

x> xo +
1

����������������������
f ¢HxoL  Hy - f HxoLL -

f ¢¢HxoL
��������������������������������
2 f ¢HxoL3  Hy - f HxoLL2 +

+
I3 f ¢¢HxoL2 - f ¢HxoL f H3LHxoLM
����������������������������������������������������������������������������������������������

6 f ¢HxoL5 Hy - f HxoLL3
O  significado  dos  sucessivos  termos  desta  expressão  polinomial  em  y  é  ilustrada  gráficamente
como  aproximações  lineares,  quadráticas,  cúbicas  etc.  à  curva  f HxL  no  ponto  Po = 8xo, f Hxo L<,
excepto que estas curvas são agora parametrizadas por y,  de  forma que encontrar os pontos xi
onde elas cortam o eixo dos x é tão simples como calcular o valor da correspondente sub−expres−
são de (1.1) em . A aproximação de primeira ordem é a base do método de Newton−Raphson
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são de (1.1) em y = 0. A aproximação de primeira ordem é a base do método de Newton−Raphson
para o cálculo de raízes. 

� Cálculo de zeros: Significado Gráfico

X@n_, xo : _D := Normal@Series@g@yD, 8y, yo , n<DD ��. Drop@diffgr, -1D �. x ® xo ��.
i
k
jjjjjjjj

g@yoD ® xo

g@yD ® x
yo ® f@xoD

y
{
zzzzzzzz

Xr@n_, xo : _D :=

Xr@n, xoD = Normal@Series@g@yD, 8y, yo , n<DD ��. Drop@diffgr, -1D �. x ® xo ��.
i

k

jjjjjjjjjjjjjj

g@yoD ® xo

g@yD ® x
yo ® f@xoD

y ® 0

y

{

zzzzzzzzzzzzzz
Xn@n_, xo : _, m_D := Nest@Xr@n, #D &, xo , mD
Hx1 » Xr@#, xoDL & �� Range@4D �� TableForm

x1 » xo -
f @xo D
f ¢ @xD

x1 » xo -
f @xo D
f ¢ @xD -

f @xo D2 f ¢¢ @xD
2 f ¢ @xD3

x1 » xo -
f @xo D
f ¢ @xD -

f @xo D2 f ¢¢ @xD
2 f ¢ @xD3 -

f @xo D3 I3 f ¢¢ @xD2-f ¢ @xD f H3L @xDM
6 f ¢ @xD5

x1 » xo -
f @xo D
f ¢ @xD -

f @xo D2 f ¢¢ @xD
2 f ¢ @xD3 -

f @xo D3 I3 f ¢¢ @xD2-f ¢ @xD f H3L @xDM
6 f ¢ @xD5 +

+
f @xo D4 I-15 f ¢¢ @xD3+10 f ¢ @xD f ¢¢ @xD f H3L @xD-f ¢ @xD2 f H4L @xDM

24 f ¢ @xD7
Desenhe  uma  curva  paramétrica  da  aproximação  de  ordem  n  à  função  f HxL  começando  em
Po = 8xo, f Hxo L<.

nrord@n_, xo : _D := PPA8X@n, xoD, y<, 8y, Sequence �� Sort@8f@xoD, 0<D<,
PlotRange ® 88-2, -1<, 8-1, 1<<, PlotStyle ® 9Thickness@0.005D, HueA n

�������
4
E=,

DisplayFunction ® Identity, PlotPoints ® 500E �. f ® Φ �. PP ® ParametricPlot;

á Exemplo I

Φ@x_D := SinAx - x2E
Φ@x_D := Hx - 1.2L Hx + 2.1L Hx - 3.2L Hx + 3L Tanh@x + 1D ã-.2 x2

grf = Plot@8Φ@xD<, 8x, -4, 4<, PlotRange ® 84 8-1, 1<, 20 8-1, 1<<, PlotPoints ® 1500D;
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?? Subscript

Subscript@x, yD is an object that formats as x with a subscript y. More¼

Subscript@ti, z_D := Sequence �� 8FontFamily ® Times, FontSlant ® Italic, FontSize ® z<
Subscript@tb, z_D := Sequence �� 8FontFamily ® Times, FontWeight ® Bold, FontSize ® z<

x0 = -1.2;
itr1 = H
Show@#1, DisplayFunction ® HDisplay@$Display, #1D &L, Epilog ® H8
Line@88xo , .05<, 8xo , Φ@xoD<<D, Line@88Ξ, .05<, 8Ξ, Φ@ΞD<<D,
Text@StyleForm@Po , ti14D, 8xo , -.15 + Φ@xoD<D,
Text@StyleForm@"xo", ti14D, 8xo , .15<D,
Text@StyleForm@x1#1 , ti14D, 8Ξ, .15<D< �. Ξ ® Xr@#1, xoD �. xo ® x0 �. f ® Φ &L �� Range@4DD &L@HShow@8nrord@#1, x0D, grf<, PlotRange ® 88-1.38496, -0.6428<, 8-3.62336, 4.55795<<,
Frame ® True, Axes ® 8True, False<D &L �� Range@4DD;
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Show@%, PlotRange ® 88-1.39532, -0.784518<, 8-4.7181, 1.77418<<D;
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itr2 = HShow@#1, DisplayFunction ® HDisplay@$Display, #1D &L, Epilog ® HHΣ = Sign@Φ@Xr@#1, xoDDD;8
Line@88Ξ, -Σ .005<, 8Ξ, Φ@ΞD<<D,
Line@88Xr@#1, ΞD, -Σ .005<, 8Xr@#1, ΞD, Φ@Xr@#1, ΞDD<<D,
Text@SF@P1 , tb14D, 8Ξ, Σ .2 + Φ@ΞD<D,
Text@SF@x1# , tb14D, 8Ξ, -Σ .15<D,
Text@SF@x2# , tb14D, 8Xr@#1, ΞD, -Σ .15<D< �. Ξ ® Xr@#1, xoD �. xo ® x0 �. f ® ΦL &L �� Range@4DD &L@
Show@8nrord@#1, Xr@#1, x0D �. f ® ΦD, grf<,

PlotRange ® 88-1.38496, -0.6428<, 8-3.62336, 4.55795<<,
Axes ® 8True, False<, Frame ® TrueD & �� Range@4DD;

HShow@%, PlotRange ® #1D &L� 88-1.03181, -0.974932<, 8-0.360815, 0.410412<<
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Show@8itr1, itr2<,
PlotRange ® 88-1.38496, -0.6428<, 8-3.62336, 4.55795<<, Axes ® 8True, False<,
Epilog ® HHΣ = Sign@Φ@Xr@#1, xoDDD; 8

Line@88Xr@#1, xoD, .05<, 8Xr@#1, xoD, Φ@Xr@#1, xoDD<<D,
Line@88Xr@#1, xoD, .05<, 8Xr@#1, xoD, Σ .05<<D,
Text@StyleForm@P1 , tb14D, 8Xr@#1, xoD, Σ .2 + Φ@Xr@#1, xoDD<D,
Text@StyleForm@x1# , ti14D, 8Xr@#1, xoD, -Σ .15<D,
Text@StyleForm@x2# , ti14D, 8Xn@#1, xo , 2D, Σ .25<D< �. xo ® x0 �. f ® ΦL &L �� Range@4DD
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nrgrf = ParametricPlotA8X@#, xoD, y< ��. f ® Φ �. xo ® -1.5 �� Release, 8y, Φ@-1.8D, -2<,
PlotRange ® 88-2, -1<, 8-1, 1<<, PlotStyle ® 9Thickness@0.01D, HueA #

������
3
E=,

DisplayFunction ® Identity E & �� Range@3D;
Show@8nrgrf, grf<,

DisplayFunction ® HDisplay@$Display, #1D &L, PlotRange ® 88-1.8, 0<, 8-2, 2<<,
Epilog ® 8

Line@88xo , 0<, 8xo , Φ@xoD<<D,
Text@StyleForm@Po , tb14D, 8xo , .09 + Φ@xoD<D,
Text@StyleForm@"xo", tb14D, 8xo , -.15<D< �. xo ® -1.5, Frame ® TrueD;

Show@%, PlotRange ® 88-1.37577‘, -1.29547‘<, 80.157619‘, -0.142693‘<<D
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x0 = -1.55;

Show@8nrord@#, -1.55D, grf<,
PlotRange ® 88-1.75, -1<, 8-1, 1.2<<,
FrameTicks ® 8Range@-2, -1, .25D, Automatic, False, False<,
Epilog ® 8

Line@88xo , -.05<, 8xo , Φ@xoD<<D,
Line@88Xr@#, xoD, 0.05<, 8Xr@#, xoD, -.05<<D,
Text@StyleForm@Po , tb14D, 8xo , .09 + Φ@xoD<D,
Text@StyleForm@"xo", tb14D, 8xo , -.15<D,
Text@StyleForm@x1 , tb14D, 8Xr@#, xoD, -.15<D< �. xo ® -1.55 �. f ® Φ, Frame ® TrueD & �� Range@3D �� GraphicsArray ��

Show@#, DisplayFunction ® $DisplayFunctionD &;

x0 = 1.3;
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x0 = -12 �10;

Print@
SetAccuracy@x1 = N@x0, 30D, 30D, "\t",
SetAccuracy@x2 = N@x0, 30D, 30D, "\t",
SetAccuracy@x3 = N@x0, 30D, 30D, "\t",
SetAccuracy@x4 = N@x0, 30D, 30DD

For@n = 0, n < 6, n++,
Thread@8x1, x2, x3, x4< = H8Xr@1, x1D, Xr@2, x2D, Xr@3, x3D, Xr@4, x4D< �. f ® ΦLD;
Print@

SetAccuracy@x1, 30D, "\t",
SetAccuracy@x2, 30D, "\t",
SetAccuracy@x3, 30D, "\t",
SetAccuracy@x4, 30DDD

−1.200000000000000000000000000000 −1.200000000000000000000000000000
−1.200000000000000000000000000000 −1.200000000000000000000000000000
−0.902945618324073162597187547362 −1.11875642150474652325442548317
−0.811462875743842682041417901928 −1.34564470414736403469646575104
−0.99228515215096702029029529513 −1.011543578811780141890608319954
−0.99728972591296805028093785950 −2947.612245816151698818430304527283
−0.999935201269669282631014084473 −1.00000505724283828001830443100
−0.999999999508434433970194277208 −2947.614012784750229911878705024719
−0.999999995313158307475021047139 −1.00000000000000044408920985006
−1.00000000000000000000000000000 −2947.615779752289654425112530589104
−1.00000000000000000000000000000 −1.00000000000000000000000000000
−1.00000000000000000000000000000 −2947.617546718769972358131781220436
−1.00000000000000000000000000000 −1.00000000000000000000000000000
−1.00000000000000000000000000000 −2947.619313684190728963585570454597

á Exemplo II

Φ@x_D := ã
-1
����������
x2

grf = Plot@Φ@xD, 8x, -1, 1<, PlotRange ® 8-1, 1<,
AspectRatio ® 1, PlotStyle ® Thickness@0.003‘D, PlotPoints ® 100D;
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� Polinómios Quadráticos

As  raízes  de  polinómios  do  grau  2  e  3  podem  ser  determinadas  por  fórmulas  conhecidas:  por
exemplo,  no  caso  de  equações  quadráticas,  existem  três  expressões  possíveis,  mas  apenas  a
última é numéricamente estável quando a0  << a1.

SolveAx2
+ 2 a1 x + a0 == 0, xE

x- = -a1 -"###################a1
2 - a0 x- =

a0��������������������������������������������������
-a1-

"################a1
2-a0

x1 = -a1 - Sign@a1D"#######################-a0 + a1
2

x+ = -a1 +"###################a1
2 - a0 x+ =

a0�����������������������������������������������
-a1+

"##############a1
2-a0

x2 =
a0���������������������������������������������������������������������������������

-a1-Sign@a1D"###################-a0+a1
2
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á Exemplo: x2
+ 4 x +

1

9
= 0

i
k
jjjjjjjj

x- ® -a1 -
"######################

-a0 + a1
2

x+ ® -a1 +
"######################

-a0 + a1
2

y
{
zzzzzzzz
i

k
jjjjjjjjjjj

x- ®
a0��������������������������������������������

-a1 +
"#####################

-a0 +a1
2

x+ ®
a0��������������������������������������������

-a1 -
"#####################

-a0 +a1
2

y

{
zzzzzzzzzzz
i
k
jjjjjjjjjj

"x1" ® -a1 - Sign@a1D"######################-a0 + a1
2

"x2" ®
a0��������������������������������������������������������������������

-a1 -Sign@a1 D"#####################-a0 +a1
2

y
{
zzzzzzzzzz �.

9a1 ® 2, a0 ®
1

��������
9.
= �� SetAccuracy@#1, 20D & �� TableForm

x- ® -3.9720265943665387098
x+ ® -0.0279734056334612902

x- ® -3.9720265943665427066
x+ ® -0.0279734056334613179

x1 ® -3.9720265943665387098
x2 ® -0.0279734056334613179

ThreadAik
jjjjjik
jjjj x-

2 + a0 + 2 x- a1

x+
2 + a0 + 2 x+ a1

y
{
zzzz �. ik
jjjjj a1 ® 2

a0 ® 1�����
9

y
{
zzzzzy{
zzzzz ==

i

k

jjjjjjjjjjjjjjjjjjjjj
i
k
jjjj x-

2 + a0 + 2 x- a1

x+
2 + a0 + 2 x+ a1

y
{
zzzz ��.
i

k

jjjjjjjjjjjjjjjjjjjjj

x- ® -a1 -
"######################

-a0 + a1
2

x+ ® -a1 +
"######################

-a0 + a1
2

a1 ® 2

a0 ® 1�����
9

y

{

zzzzzzzzzzzzzzzzzzzzz
�� N
y

{

zzzzzzzzzzzzzzzzzzzzz
E �� TableForm

1�����
9

+ 4 x- + x-
2 == 0.

1�����
9

+ 4 x+ + x+
2 == 1.08095 ´ 10-16

i
k
jjjjjik
jjjj x-

2 + a0 + 2 x- a1

x+
2 + a0 + 2 x+ a1

y
{
zzzz �. ik
jjjjj a1 ® 2

a0 ® 1�����
9

y
{
zzzzzy{
zzzzz == NAik

jjjj x-
2 + a0 + 2 x- a1

x+
2 + a0 + 2 x+ a1

y
{
zzzz ��.
i

k

jjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjj

x- ®
a0��������������������������������������������

-a1 +
"#####################

-a0 +a1
2

x+ ®
a0��������������������������������������������

-a1 -
"#####################

-a0 +a1
2

a1 ® 2

a0 ® 1�����
9

y

{

zzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzz
E �� Thread ��

TableForm

1�����
9

+ 4 x- + x-
2 == 1.59872 ´ 10-14

1�����
9

+ 4 x+ + x+
2 == 0.
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i
k
jjjjjik
jjjjj a0 + 2 a1 x1 + x1

2

a0 + 2 a1 x2 + x2
2

y
{
zzzzz �. ik
jjjjj a1 ® 2

a0 ® 1�����
9

y
{
zzzzzy{
zzzzz �

NAik
jjjjj a0 + 2 a1 x1 + x1

2

a0 + 2 a1 x2 + x2
2

y
{
zzzzz ��.

i

k

jjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjj

x1 ® -a1 - Sign@a1D"######################-a0 + a1
2

x2 ®
a0��������������������������������������������������������������������

-a1 -Sign@a1 D"#####################-a0 +a1
2

a1 ® 2

a0 ® 1�����
9

y

{

zzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzz
E �� Thread �� TableForm

1�����
9

+ 4 x1 + x1
2 == 0.

1�����
9

+ 4 x2 + x2
2 == 0.

x- ® -3.9720265943665387098 x- ® -3.9720265943665427066 x1 ® -3.9720265943665387098

x+ ® -0.0279734056334612902 x+ ® -0.0279734056334613179 x2 ® -0.0279734056334613179

x-
2 + 4 x- +

1
������
3

= 0. x-
2 + 4 x- +

1
������
9

= 1.6´ 10-14 x1
2 + 4 x1 +

1
������
9

= 0.

x+
2 + 4 x+ +

1
������
3

= 1.1´ 10-16 x+
2 + 4 x+ +

1
������
9

= 0. x2
2 + 4 x2 +

1
������
9

= 0.

PlotA9x2 + 4 x + 2,
1

����������
x2

 Ix2 + 4 x + 2M=, 8x, -5, 0<, PlotRange ® 3 8-1, 1<E

� Graphics �

� Polinómio de grau 3

No  caso  cúbico,  as  raízes  de   x3 + 3 a2  x2 + 3 a1  x + a0 = 0  podem  ser  encontradas  através  do

seguinte processo: designando os três valores de 
�!!!!!!!!

-1
3

  por zo, z- , z+ , onde

SolveAx3 � -1, xE �. z_Rule ¦ HFc �� ComplexExpand �� zL �� Flatten

9x ® -1, x ®
1
������
2
I1 + ä

�!!!!
3 M, x ®

1
������
2
I1 - ä

�!!!!
3 M=
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zo = ãä Π = -1 z- = ã-ä Π�3 =
1
������
2
I1 - ä

�!!!!
3 M z+ = ãä Π�3 =

1
������
2
I1 + ä

�!!!!
3 M

9Hã^ äL^9Arg@-1D, ArgA 1
������
2
I1 - ä

�!!!!
3 ME, ArgA 1

������
2
I1 + ä

�!!!!
3 ME== �� TableForm

podemos criar dois coeficientes QHa1, a2L e PHa0, a1, a2L definidos por

 Q = 24 ´ 32  Ia1 - a2
2 M ; P = - 25 ´ 33 Ia0 - 3 a1 a2 + 2 a2

3 M
SolveAx3 + 3 a2  x2 + 3 a1  x + a0 � 0, xE
x ® -a2 -

21�3 H9 a1 -9 a2
2 L

���������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������
3 J-27 a0 +81 a1 a2 -54 a2

3 +
"########################################################################################################4 H9 a1 -9 a2

2 L3 +H-27 a0 +81 a1 a2 -54 a2
3 L2 N1�3 +

+
J-27 a0 +81 a1 a2 -54 a2

3 +
"########################################################################################################4 H9 a1 -9 a2

2 L3 +H-27 a0 +81 a1 a2 -54 a2
3 L2 N1�3

�����������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������
3 21�3

x ® -a2 +
I1+ä

�!!!!
3 M H9 a1 -9 a2

2 L
���������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������
3 22�3 J-27 a0 +81 a1 a2 -54 a2

3 +
"########################################################################################################4 H9 a1 -9 a2

2 L3 +H-27 a0 +81 a1 a2 -54 a2
3 L2 N1�3 -

-
I1-ä

�!!!!
3 M J-27 a0 +81 a1 a2 -54 a2

3 +
"########################################################################################################4 H9 a1 -9 a2

2 L3 +H-27 a0 +81 a1 a2 -54 a2
3 L2 N1�3

�����������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������
6 21�3

x ® -a2 +
I1-ä

�!!!!
3 M H9 a1 -9 a2

2 L
���������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������
3 22�3 J-27 a0 +81 a1 a2 -54 a2

3 +
"########################################################################################################4 H9 a1 -9 a2

2 L3 +H-27 a0 +81 a1 a2 -54 a2
3 L2 N1�3 -

-
I1+ä

�!!!!
3 M J-27 a0 +81 a1 a2 -54 a2

3 +
"########################################################################################################4 H9 a1 -9 a2

2 L3 +H-27 a0 +81 a1 a2 -54 a2
3 L2 N1�3

�����������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������
6 21�3

ikjjjSolveAx3 + 3 a2  x2 + 3 a1  x + a0 � 0, xE �. I9 a1 - 9 a2
2 M ®

Q
����������
16
��. I-27 a0 + 81 a1 a2 - 54 a2

3 M ®
P

����������
32
y{zzz �.

i

k

jjjjjjjjjjjjjjjjjj

1 + ä
�!!!!

3 ® 2 z+

-1 - ä
�!!!!

3 ® -2 z+

1 - ä
�!!!!

3 ® 2 z-

ä Iä +
�!!!!

3 M ® -2 z-

y

{

zzzzzzzzzzzzzzzzzz
�� TableForm

x ®
-Q+IP+

�!!!!!!!!!!!!!!!!!!!
P2 +Q3 M2�3

�����������������������������������������������������������
12 IP+

�!!!!!!!!!!!!!!!!!!!
P2 +Q3 M1�3 - a2

x ®
-IP+

�!!!!!!!!!!!!!!!!!!!
P2 +Q3 M2�3 z- +Q z+

��������������������������������������������������������������������������
12 IP+

�!!!!!!!!!!!!!!!!!!!
P2 +Q3 M1�3 - a2

x ®
Q z- -IP+

�!!!!!!!!!!!!!!!!!!!
P2 +Q3 M2�3 z+

����������������������������������������������������������������������
12 IP+

�!!!!!!!!!!!!!!!!!!!
P2 +Q3 M1�3 - a2

As  raízes  do  polinómio  podem  agora  escrever−se,  fazendo  as  substituições  referidas  e
simplificando,
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xo = -a2 + 1����������
12

i
k
jjjjjj Q

����������������������������������������������������IP+
�!!!!!!!!!!!!!!!!

Q3+P2 M1�3  zo - IP +
�!!!!!!!!!!!!!!!!!!

Q3 + P2 M1�3 HzoL*y{
zzzzzz

x+ = -a2 + 1����������
12

i
k
jjjjjj Q

����������������������������������������������������IP+
�!!!!!!!!!!!!!!!!

Q3+P2 M1�3  z+ - IP +
�!!!!!!!!!!!!!!!!!!

Q3 + P2 M1�3  Hz+L*y{
zzzzzz

x- = -a2 + 1����������
12

i
k
jjjjjj Q

����������������������������������������������������IP+
�!!!!!!!!!!!!!!!!

Q3+P2 M1�3 z- - IP +
�!!!!!!!!!!!!!!!!!!

Q3 + P2 M1�3 Hz-L*y{
zzzzzz

Quando os coeficientes forem tais que P = 0 e Q < 0 , as três raízes são reais

xo == 1����������
12
�!!!!!

Q Hzo - HzoL* L - a2 == -a2

x+ == 1����������
12
�!!!!!

Q Hz+ - Hz+L* L - a2 == -a2 + 1������
6

 
�!!!!!!!!!

3 Q  ä

x- == 1����������
12
�!!!!!

Q Hz- - Hz-L* L - a2 == -a2 - 1������
6

 
�!!!!!!!!!

3 Q  ä

Note que quando os coeficientes forem tais que Q3 = -P2  as três raízes são reais, mas duas são
degeneradas:

xo = -a2  - 1����������
12

P1�3 Hzo + HzoL* L = -a2 + 1������
6

P1�3
x+ = -a2  - 1����������

12
P1�3 Hz+ + Hz+L* L = -a2 - 1����������

12
P1�3

x- = -a2  - 1����������
12

P1�3 Hz- + Hz-L* L = -a2 - 1����������
12

P1�3

Solução aproximada de ODEs

� Método de Euler

Como integrar aproximadamente uma equação diferencial ordinária:

âxHtL
����������������

ât
== f Hx, tL

com condição inicial

xHto L � xo  

Se soubéssemos a solução xHtL  na vizinhança de xo  poderíamos desenvolvê−la em série de Taylor
e guardar apenas o termo linear em t

x@∆tD » Series@x@tD, 8t, 0, 3<D �. x@0D ® xo �. t ® ∆t �.
Derivative@n_D@xD@0D ¦ HoldForm@Dt@x, 8t, n<Dt=0D �� TraditionalForm
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xH∆tL » xo +
ikjjj

â x
�����������
â t

y{zzzt=0
∆t +

1
������
2

i
k
jjjjj â2 x

���������������
â t2

y
{
zzzzz
t=0

∆t2 +
1
������
6

i
k
jjjjj â3 x

���������������
â t3

y
{
zzzzz
t=0

∆t3 + OI∆t4M

xHto + ∆tL » xo + I âx����������
ât
M
t=0

∆t + OI∆t2 M
x1 = xHto + ∆tL
t1 = to + ∆t

Como J âx����������
ât
N
t=to

= f Hxo, to L, podemos escrever 

x1 = xo + f Hxo , to L ∆t

t1 = ∆t

A seguir assumimos que xHt1L » x1 e usamos J âx����������
ât
N
t=t1

= f Hx1, t1L para deduzir que 

xHt1 + ∆tL » xHt1L + I âx����������
ât
M
t=t1

 ∆t + OI∆t2 M
ß

x2 = xHt1 + ∆tL
t2 = t1 + ∆t

pelo que 

x2 = x1 + f Hx1 , t1L ∆t

Em geral chegamos à expressão

xk+1 = xk + f Hxk , tkL ∆t

tk+1 = tk + ∆t

á Exemplo V

Como exemplo vejamos o caso de :

f@x_, t_D := -5 t x2

Uma solução exacta existe para esta equação separável com condição inicial x@0D = 1:

X@t_D = Hx@tD �. DSolve@8x¢@tD == f@x@tD, tD, x@0D � 1< �� ReleaseHold, x@tD, tDLP1T
2

��������������������������
2 + 5 t2

pl = Plot@X@tD, 8t, -1, 5<, PlotStyle ® 8Thickness@0.005‘D, RGBColor@0, 0, 1D<, PlotPoints ® 100D;
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A  função  clr  é  definida  aqui  porque  é  necessário  especificar  que  um  subconjunto  de  definições
atribuídas ao símbolo Subscript devem ser Unset.  Todas as definições de funções como xn_  são
atribuídas a Subscript. Fazer Clear@SubscriptD apagaria mais do que seria desejável...

clr := 8Off@Unset::"norep"D;
ClearAll@t, xD;
xn_ =.;
tn_ =.;
HoldForm@Unset@Subscript@x, #DDD & �� Range@0, mD �� ReleaseHold;
HoldForm@Unset@Subscript@t, #DDD & �� Range@0, mD �� ReleaseHold;<;
Definition@SubscriptD
Subscript@ti, z_D := Sequence �� 8FontFamily ® Times, FontSlant ® Italic, FontSize ® z<
Subscript@tb, z_D := Sequence �� 8FontFamily ® Times, FontWeight ® Bold, FontSize ® z<
Subscript@fp, n_D := ListPlot@H8Subscript@t, #1D, Subscript@

x, #1D< &L �� Range@0, nD, NoDspl, Axes ® TrueD
Nas  definições  que  implementam  o  método  de  Euler  simples,  as  atribuições  da  forma
xn_ := xn = def@nD  criam  uma  memória  dos  valores  já  calculados  para  xk  à  medida  que  xn  é
invocado para valores específicos de n = k . Da próxima vez que xnfor invocado com n = k, def@kD
não é  recalculado,  e  o   xkmemorizado é  devolvido.   A seguir lpn_  implementa um ListPlot dos
valores xn calculados para n instantes tn.

m = 10;
clr;

∆t := .2;
t0 := 0.2;
tn_ := tn = tn-1 + ∆t;
x0 := x0 = X@t0D;
xn_ := xn = xn-1 + f@xn-1 , tn-1D ∆t

lpn_ := ListPlot@8t# , x#< & �� Range@0, nD, DisplayFunction ® Identity,
Axes ® True, PlotStyle ® 8Thickness@0.005‘D, RGBColor@1, 1, 0D<D;
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eul1 = Show@8 pl, lpm<,
DisplayFunction ® $DisplayFunction,
PlotRange ® 88-.8, Hm + 2L ∆t<, 8-.1, 1.15<<, ImageSize ® 420, Axes ® 8True, True<,
Epilog ® 88AbsoluteDashing@85, 5, 5<D, Line@88t# , 0<, 8t# , x#<<D & �� Range@0, mD<,

RGBColor@1, 0, 0D,
Txt@ti14D �� 8Sequence �� H8ToString@tD# , 8t# , 0<, 8-1, -1<< & �� Range@0, mDL,

Sequence �� H8ToString@xD# , 8t# , x# + .01<, 8-1, -1<< & �� Range@0, mDL<<D;

� O método de Euler melhorado

Notando que o integral da equação diferencial entre instantes tk e tk+1 é a área sob  f Hx, tL
à

tk

tk+1
â x HtL
��������������������

â t
 â t = xHtk+1L - xHtk L = à

tk

tk+1

f  Hx, tL â t

poderíamos dar uma melhor aproximação desta área fazendo

Ù
tk

tk+1
f  Hx, tL â t » 1������

2
 Hf  Hxk+1 , tk+1L + f  Hxk , tkLL Htk+1 - tkL

ß
xk+1 = xk + 1������

2
 Hf  Hxk+1 , tk+1L + f  Hxk , tkLL ∆t

tk+1 = tk + ∆t

Resta  agora  substituir  xk+1  no  lado  direito  por  uma  primeira  aproximação,  que  pode  ser
x�k+1 = xk + f Hxk, tkL ∆t, donde temos

x�k+1 = xk + f  Hxk , tk L ∆t

xk+1 = xk + 1�����
2

 Hf  Hx�k+1 , tk+1L + f  Hxk , tk LL ∆t

tk+1 = tk + ∆t

A implementação do método melhorado é semelhante à anterior:
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m = 10;
clr;
∆t := .2;
t0 := 0.2;
tn_ := tn = tn-1 + ∆t;
x0 := x0 = X@t0D;
xn_ := xn = xn-1 +

1
������
2

 Hf@xn-1 + f@xn-1 , tn-1D ∆t, tnD + f@xn-1 , tn-1DL ∆t

lpn_ := ListPlot@8t# , x#< & �� Range@0, nD, DisplayFunction ® Identity,
Axes ® True, PlotStyle ® 8Thickness@0.005‘D, RGBColor@1, 0, 0D<D;

eul2 = Show@8pl, lpm<,
DisplayFunction ® $DisplayFunction,
PlotRange ® 88-.8, Hm + 2L ∆t<, 8-.1, 1.1<<, ImageSize ® 420, Axes ® 8True, True<,
Epilog ®88AbsoluteDashing@85, 5, 5<D, Line@88t# , 0<, 8t# , x#<<D & �� Range@0, mD<, RGBColor@1, 0, 0D,

Txt@ti14D �� 8Sequence �� H8ToString@tD# , 8t# , 0<, 8-1, -1<< & �� Range@0, mDL,
Sequence �� H8ToString@xD# , 8t# , x# + .01<, 8-1, -1<< & �� Range@0, mDL<<D;

A comparação dos dois métodos é feita sobrepondo os gráficos eul1 e eul2. 

Show@8eul2, eul1<D;
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� Método de Runge-Kutta

Û  Usando o método de Euler, faz−se uma estimativa do ponto x�1 = xo + f@to, xoD 1������
2

 ∆t a

meio do passo ∆t, i.e. no instante t
�
1 = to + 1������

2
 ∆t. 

ÛÛ  O valor da derivada aí é aproximado por f@t�1, x�1D. Usando esta derivada para substi−
tuir no método de Euler obtém−se um novo ponto x1 = xo + f@t�1, x�1D ∆t

Este método tem erros de ordem OA∆t3E.  De facto, da expansão em série de f@t, xD na vizinhança
de to, xo obtém−se

 f @t�1 , x�1D = f Ato + 1�������
2

 ∆t, xo + f @xo , toD 1�������
2

 ∆tE » f @to , xoD + J âf
�����������
ât
N
t=to

 1�������
2

 ∆t +OA∆t2E
i.e. 
i
kjjj â2x���������������

ât2
y
{zzzt=to

� 2��������
∆t

 Hf@t�1 , x�1D - f@to , xoD L +O@∆tD. Substituindo na expressão 

x@to + ∆tD > I Series@x@tD, 8t, t0, 2<D ��.
98t0 ® 0<, 8t ® ∆t<, 8x@0D ® xo <, 9xHn_L@0D ¦ HoldForm@HDt@x, 8t, n<DLt=to

D=,
8HoldForm@HDt@x, 8t, 1<DLt=to

D ® f@to , xoD<=M �� TraditionalForm

xH∆t + toL > xo + f H∆to, xoL ∆t +
1
������
2

i
k
jjjjj â2 x

�����������������
â ∆t2

y
{
zzzzz

∆t=∆to

∆t2 + OI∆t3M

conclui−se que

ikjj% �. HHDt@x, 8t, 2<DLt=to
L ®

2
��������
∆t

 Hf@t�1 , x�1D - f@to , xoDL �� Simplifyy{zz �. H4L ® 3 �� TraditionalForm

xH∆t + toL > xo + f Ht�1, x�1L ∆t + OI∆t3M

O método de Runge−Kutta de 4ª ordem deriva da mesma idéia fazendo mais passos intermédios

 

x�1 = xo + f @xo , toD 1�������
2

 ∆t x� 2 = xo + f @t�1 , x�1D 1�������
2

 ∆t x�3 = xo + f @t�2 , x� 2D ∆t

t
�
1 = to + ∆t��������

2
t
�
2 = to + ∆t��������

2
t
�
3 = to + ∆t

ß

x1 = xo + 1������
6

 f @xo , toD ∆t + 1��������
3

 f @t�1 , x�1D ∆t + 1������
3

 f @t�2 , x� 2D ∆t + 1������
6

 f @t�3 , x�3D ∆t

x Hto + ∆tL > x1 +OA∆t5E
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� Runge-Kutta Adaptativo

Para adaptar o passo ∆t às necessidades de precisão pode−se usar a seguinte técnica: cada etapa

tk ® tk+1  do  cálculo  é  efectuada  uma  segunda  vez  com  dois  passos  de  1������
2

 ∆t,  i.e

tk ® tk+1�2 ® tk+1. Sendo um método de 4ª ordem, os erros nas aproximações são 

x Htk + ∆tL > xk+1 + OA∆t5E
x Itk + 2 ∆t��������

2
M > x` k+1 + 2OAI ∆t��������

2
M5E

A  diferença  entre  xk+1 e  x`k+1  dá  uma  estimativa  do  erro  de  truncação  cometido

Dk = x`k+1 - xk+1 » OA∆t5E
Assim é de esperar que, para passos diferentes ∆t e ∆t

�
 se obtenha uma relação entre passo e erro

que se comporta como ∆t
�

��������
∆t

= J D
�

������
D
N 1

������5

Assim, quando D
�

 é a precisão desejada, se o erro cometido no passo k  é Dk > D
�

 então o cálculo

de xk+1 deve ser repetido com passo ∆t
�

= ∆t
i
k
jjjj D

�
������������
Dk

y
{
zzzz0.2

.

 Se pelo contrário Dk < D
�
,  então o próximo ponto xk+2  pode ser calculado com um passo maior

∆t
�

= ∆t
i
k
jjjj D

�
������������
Dk

y
{
zzzz0.2

.

Transformações de Fourier

� Integrais de Fourier

Inicializações

Get@"Graphics‘FilledPlot‘"D
SetOptions@FilledPlot, Frame ® True, FrameTicks ® 8Automatic, 80, 1, 2<, None, None<,

GridLines ® Automatic, RotateLabel ® False, DefaultFont ® 8"Helvetica", 10.<D;
~ FilterOptions::shdw :  Symbol FilterOptions appears in multiple contexts8Utilities‘FilterOptions‘, System‘Convert‘CommonDump‘<; definitions in context

Utilities‘FilterOptions‘ may shadow or be shadowed by other definitions.

Get@"Utilities‘Notation‘"D
SymbolizeAF_

-1E
SymbolizeAFx

-1 , WorkingForm ® TraditionalFormE
SetOptions@FourierTransform, FourierParameters ® 80, 2 Π<D;
SetOptions@InverseFourierTransform, FourierParameters ® 80, 2 Π<D;
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� Definição

A transformada de Fourier duma função f Î L
C
2 HRL é definida por

                                    Fk Hf L = à
-¥

+¥
f @xD ã2 Π ä k x  â x º F@kD   

sendo a transformação inversa

                                  Fx
-1 HFL = à

-¥

+¥
F@kD ã-2 Π ä k x  â k º f @xD

Aqui k Î R  é  uma frequência espacial ou número de ondas Im-1 M.  Substituindo x por tempo t,

deve−se substituir k por uma frequência Ν em unidades Is-1 M.
� Exemplo

A Gaussiana

f@x_D := 1
���������������!!!!

Π
 ã-x2

Fgr1 = FilledPlot@f@xD, 8x, -2, 2<, PlotRange ® 8-.2, 1<, AspectRatio ® 2.1 �4,
FrameLabel ® H8x �� TraditionalForm, f@xD �� HoldForm �� TraditionalForm<L,
PlotLabel ® HHoldForm@f@xD = zD �. z ® f@xD �� TraditionalFormLD;

99Area == à
-¥

¥

f@xD â x , °f´2 == à
-¥

¥

f@xD2  â x== �� TableForm

Area == 1 °f´2 == 1�����������������!!!!!!!!
2 Π

A Transformada de Fourier da Gaussiana é outra gaussiana

Fk@fD == HF@k_D = FourierTransform@f@xD, x, kDL
Fk@fD == ã-k2 Π2
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Fgr2 = FilledPlot@F@kD, 8k, -2, 2<, PlotRange ® 8-.2, 1<, AspectRatio ® 2.1 �4,
FrameLabel ® H8k �� TraditionalForm, F@kD �� HoldForm �� TraditionalForm<L, PlotLabel ®HHoldForm@F@kD = zD �. z ® F@kD �� TraditionalFormL, DisplayFunction ® IdentityD;

Show@GraphicsArray@8Fgr1, Graphics@8Rectangle@8-2.2, -.8<, 82, 1.5<, Fgr2D<,
PlotRange ® 88-2, 2<, 8-.2, 1<<D<D, DisplayFunction ® HDisplay@8"stdout"<, #1D &LD;

99Area == à
-¥

¥

F@kD â k, °F´2 == à
-¥

¥

F@kD2  â k== �� TableForm

Area == 1�������������!!!!
Π

°F´2 == 1�����������������!!!!!!!!
2 Π

A transformada inversa dá a gaussiana original

Fk
-1@FD == InverseFourierTransformAã-k2 Π2

, k, xE

Fk
-1@FD ==

ã-x2

������������������!!!!
Π

Propriedades da Transformada de Fourier

� Linearidade:

Fk@A f + B gD = AFk@f D + BFk@gD
� Translação:

Ta  f @xD = f @x - aD �  Fk@Ta  f D = ã2 Π ä a k  Fk@f D
Fk@HoldForm@Ta  fDD � HFa@kD = FourierTransform@f@x - aD, x, kD �� ExpandAllL �� TraditionalForm

Fk  HTa f L == ã2 ä a kΠ-k2 Π2
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Fgr3 = FilledPlot@H8Fa@kD �. a ® 2 �3 �� Re, Fa@kD �. a ® 2 �3 �� Im<L,8k, -2, 2<, PlotRange ® 8-.2, 1<, AspectRatio ® 2.1 �4,
FrameLabel ® H8k �� TraditionalForm, F2�3@kD �� HoldForm �� TraditionalForm<L, PlotLabel ®HHoldForm@Fa@kD = zD �. z ® HFa@kDL �� TraditionalFormL, DisplayFunction ® IdentityD;

Fgr4 = FilledPlot@f@x - aD �. a ® 2 �3, 8x, -2, 2<, PlotRange ® 8-.2, 1<, AspectRatio ® 2.1 �4,
FrameLabel ® H8x �� TraditionalForm, T2�3  f@xD �� HoldForm �� TraditionalForm<L, PlotLabel ®HHoldForm@f@x - aD = zD �. z ® f@x - aD �� TraditionalFormL, DisplayFunction ® IdentityD;

Show@GraphicsArray@8Fgr4, Graphics@8Rectangle@8-2.2, -.8<, 82, 1.5<, Fgr3D<, PlotRange ® 88-2, 2<, 8-.2, 1<<D< ��
FlattenD, DisplayFunction ® HDisplay@$Display, #1D &LD;

� Dilatação:

SΛ  f @xD = f @Λ xD �  Fk@SΛ  f D �
1

��������� Λ¤  F k������
Λ

@f D
Fk@HoldForm@SΛ  fDD � HFΛ@kD = FourierTransform@f@Λ xD, x, kD �� Simplify@#, Λ Î RealsD &L ��

TraditionalForm

Fk  HSΛ f L ==
ã

- k2 Π2
��������������������

Λ2
��������������������������������� Λ¤
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Fgr5 = FilledPlot@H8FΛ@kD �. Λ ® 2 �3 �� Re, FΛ@kD �. Λ ® 2 �3 �� Im<L,8k, -2, 2<, PlotRange ® 8-.2, 1<, AspectRatio ® 2.1 �4,
FrameLabel ® H8k �� TraditionalForm, F2�3@kD �� HoldForm �� TraditionalForm<L, PlotLabel ®HHoldForm@FΛ@kD = zD �. z ® HFΛ@kDL �� TraditionalFormL, DisplayFunction ® IdentityD;

Fgr6 = FilledPlot@f@2 �3 xD, 8x, -2, 2<, PlotRange ® 8-.2, 1<, AR ® 2.1 �4,
FrameLabel ® H8x �� TraditionalForm, S2�3  f@xD �� HoldForm �� TraditionalForm<L, PlotLabel ®HHoldForm@f@Λ xD = zD �. z ® f@Λ xD �� TraditionalFormL, DisplayFunction ® IdentityD;

Show@GraphicsArray@8Fgr6, Graphics@8Rectangle@8-2.8, -1.0<, 82, 1.8<, Fgr5D<, PlotRange ® 88-2, 2<, 8-.2, 1<<D< ��
FlattenD, DisplayFunction ® HDisplay@$Display, #1D &LD;

� Derivação:

Fk@¶x
n  f D = H2 Π ä kLn  Fk@f D

Fk@HoldForm@D@f , 8x, 2<DDD �HF∆@kD = FourierTransform@D@f@xD, 8x, 2<D, x, kD �� Simplify@#, Λ Î RealsD &L �� TraditionalForm

Fk  
i
k
jjjjj ¶2 f

���������������
¶x2

y
{
zzzzz == -4 ã-k2 Π2

k2 Π2

Fgr7 = FilledPlot@F∆@kD �� Re, 8k, -2, 2<, PlotRange ® 8-1, 1<, AspectRatio ® 2 �4,
FrameLabel ® H8k �� TraditionalForm, F∆@kD �� HoldForm �� TraditionalForm<L, PlotLabel ®HHoldForm@F∆@kD = zD �. z ® HF∆@kDL �� TraditionalFormL, DisplayFunction ® IdentityD;

Fgr8 = FilledPlot@D@f@xD, 8x, 2<D, 8x, -2, 2<, PlotRange ® 8-1, 1<, AspectRatio ® 2 �4,
FrameLabel ® H8x �� TraditionalForm, D@f , 8x, 2<D �� HoldForm �� TraditionalForm<L,
PlotLabel ® HHoldForm@D@f , 8x, 2<D = zD �. z ® HD@f@xD, 8x, 2<D �� SimplifyL �� TraditionalFormL,
DisplayFunction ® IdentityD;

Show@GraphicsArray@8Fgr8, Graphics@8Rectangle@8-2.4, -.8<, 82, 1.5<, Fgr7D<, PlotRange ® 88-2, 2<, 8-.2, 1<<D< ��
FlattenD, DisplayFunction ® HDisplay@$Display, #1D &LD;
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� Convolução:

f * g@xD = à
-¥

+¥
 f @ΞD g@x - ΞD â Ξ � Fk@ f * gD = Fk@ f DFk@gD

á Exemplo

Defina−se uma nova função g@xD = ã-Hx-2L2 sinH2 xL:
g@x_D := Sin@2 xD ã-Hx-2L2

Pela definição, a convolução de g com f é:

f*g@xD ==
ã

- 1������2 Hx-2L2- 1������2 sinHx + 2L
������������������������������������������������������������������������������������!!!!

2

"f*g"@xD ==
i
k
jjjjjikjjà-¥

+¥

f@ΞD g@x - ΞD â Ξ
y{zz 

�!!!!
ã

�����������������������������������������������������
HoldFormA�!!!!ã E �� ExpToTrig �� TrigReduce �� Simplify �� At@-1,

TrigToExpD �� At@-3, 2, Simplify@Together@#DD &D �� ReleaseHold
y
{
zzzzz �� TraditionalForm

Se calcularmos a Transformada de Fourier de g@xD obtemos G@kD = Fk@gD
Fk@gD � HG@kD = FourierTransform@g@xD, x, kD �� FullSimplifyL �� TraditionalForm

Fk HgL ==
1
������
2

ä ã-k Π HΠ k+H2-4 äLL-H1+4 äL I-ã8 ä + ã4 k Π M �!!!!Π
A transformada inversa do produto F@kD G@kD deve ser igual à convolução f * g @xD

Fx
-1HF GL ==

ã
- 1������2 Hx-2L2- 1������2 sinHx + 2L

������������������������������������������������������������������������������������!!!!
2

Fx
-1@F GD ==

i
k
jjjjjfg@xD = InverseFourierTransform@F@kD G@kD, k, xD �!!!!

ã
�����������������������������������������������������
HoldFormA�!!!!ã E �� ExpToTrig �� TrigReduce ��

Simplify �� At@-1, TrigToExpD ��
At@-3, 2, Simplify@Together@#DD &D �� ReleaseHold

y
{
zzzzz �� TraditionalForm

(a) − Gráficos
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Fgr1 = FilledPlot@8f@xD, g@xD<, 8x, -4, 4<, PlotRange ® 8-1, 1<, AspectRatio ® 2.1 �4,
FrameLabel ® H8x �� TraditionalForm, f@xD �� HoldForm �� TraditionalForm<L, PlotLabel ®H8HoldForm@f@xD = zD �. z ® f@xD, HoldForm@g@xD = zD �. z ® g@xD< �� List �� TableForm ��

TraditionalFormL, Fills ® 8881, Axis<, gr<, 882, Axis<, RGBColor@1, 1, 0D<<D;

Fgr9 = FilledPlot@8F@kD, G@kD �� Im<, 8k, -2, 2<,
PlotRange ® 8-1, 1<, AspectRatio ® 2 �4, FrameLabel ® H8k �� TraditionalForm,8F@kD �� HoldForm, G@kD �� HoldForm< �� TableForm �� TraditionalForm<L,
PlotLabel ® H88HoldForm@F@kD = zD �. z ® HF@kDL, HoldForm@G@kD = zD �. z ® HG@kDL<< ��

TableForm �� TraditionalFormL, DisplayFunction ®HDisplay@$Display, #1D &L, Fills ® 8881, Axis<, gr<, 882, Axis<, RGBColor@1, 1, 0D<<D;
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Fgr2 = FilledPlot@8fg@xD< �� Chop, 8x, -4, 4<, PlotRange ® 8-1, 1<,
AR ® 2.1 �4, FrameLabel ® H8x �� TraditionalForm, "f*g"@xD �� TraditionalForm<L,
PlotLabel ® HHoldForm@"f*g"@xD = zD �. z ® fg@xD �� TraditionalFormLD;

Correlação: Corr@f , gD@xD = à
-¥

+¥
 f @Ξ + xD g@ΞD â Ξ � Fk@Corr@f , gDD = Fk@fDFk@gD*

Pela definição,

CorrHf, gL ==
ã

- 1������2 Hx+2L2- 1������2 sinH2 - xL
������������������������������������������������������������������������������������!!!!

2

Corr@f , gD �
i
k
jjjjjikjjà-¥

¥

f@x + ΞD g@ΞD â Ξ
y{zz 

�!!!!
ã

�����������������������������������������������������
HoldFormA�!!!!ã E �� ExpToTrig �� TrigReduce �� Simplify �� At@-1,

TrigToExpD �� At@-3, 2, Simplify@Together@#DD &D �� ReleaseHold
y
{
zzzzz �� TraditionalForm

Usando InverseFourierTransform do produto F@kDG@kD* :

Fx
-1HF G* L ==

ã
- 1������2 Hx+2L2- 1������2 sinH2 - xL

��������������������������������������������������������������������������������������!!!!
2

Fx
-1@F G*D �

i
k
jjjjjCx@f , gD =

i
k
jjjjjInverseFourierTransform@F@kD Conjugate@G@kDD

�� Simplify@#, k Î RealsD & �� Release, k, xD�!!!!
ã

�����������������������������������������������������
HoldFormA�!!!!ã E �� Simplify@# �� ExpToTrig, x Î RealsD &y{

zzzzz �.
z_Cosh ¦ TrigReduce@zD �. z_Sinh ¦ TrigReduce@zD �� Simplify ��

At@-1, TrigToExpD �� At@-3, 2, SimplifyD �� ReleaseHold
y
{
zzzzz �� TraditionalForm

(a) − Gráficos
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Fgr2 = FilledPlot@8Cx@f , gD< �� Release, 8x, -4, 4<, PlotRange ® 8-1, 1<, AspectRatio ® 2.1 �4,
FrameLabel ® H8x �� TraditionalForm, "Cx@f ,gD" �� TraditionalForm<L,
PlotLabel ® HHoldForm@Cx@f , gD = zD �. z ® Cx@f , gD �� TraditionalFormLD;

Auto−Correlação (Wiener−Khinchin): Fk@Corr@f , fDD =  Fk@fD¤2
Potência Espectral (Parseval): P = à

-¥

+¥
  f @xD¤2 â x = à

-¥

+¥
  Fk@fD¤2 â k

Séries de Fourier

á Definição

f @xD =
ao
�������������
2

+ã
n=1

¥ i
k
jjjan  CosA n Π

�������������
L

 xE + bn  SinA n Π
�������������
L

 xEy{
zzz

                     an =
1
��������
L

 à
c

c+2 L
f @xDCosB n Π

������������
L

 xF â x        ;         bn =
1
��������
L

 à
c

c+2 L
f @xDSinB n Π

������������
L

 xF â x

f @xD = â
n=-¥

¥

cn  ã
ä

n Π
������������
L

 x

cn =
1

��������
L

 à
c

c+2 L
f @xD ã

-ä
n Π
������������
L

 x
â x =

i

k

jjjjjjjjjjjjjjjjjj

1
������
2

 Han - ä bnL Hn > 0L
1
������
2

 Ha-n + ä b-nL Hn < 0L
1
������
2

 ao Hn = 0L

y

{

zzzzzzzzzzzzzzzzzz

á Exemplos

<< Calculus‘FourierTransform‘

sw@b_D := FilledPlotA9 2.5
������������������������
Abs@bD  UnitStepA 1

�����������������������������
2 Abs@bD - Abs@xDE, -

2.5
������������������������
Abs@bD  UnitStepA 1

�����������������������������
2 Abs@bD - Abs@xDE=,

9x, -
1

�����������������������������
2 Abs@bD ,

1
�����������������������������
2 Abs@bD =, GridLines ® None, Frame ® False,

DisplayFunction ® IdentityE �� H#1 �. #1P1, 1T ¦ HDrop@#1, 81, 2<D &L@#1P1, 1TD &L;
As definições aqui implementadas são:

(a) −  cn = à
-1�2
1�2

 f HtL e2 Π i n t  â t  com FourierParameters ® 80, 1< ou

(b) −  cn =  b¤H1-aL�2  à
-1�H2  b¤L
1�H2  b¤L

 f HtL e2 Π i b n t  â t com FourierParameters ® 8a, b<. 
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As  funções  aqui  presentes  FourierSeries  constroem  aproximações  da  função  f@xD   a  partir  dos
seus coeficientes de Fourier, i.e. implementam a Transformada Inversa de Fourier  de Fk@fD. As
respectivas definições são 

                  

f@xD = â
n=-k

k

cn e-2 Π i n t  com FourierParameters ® 80, 1<
ou

f@xD =  b¤H1+aL�2  â
n=-k

k

cn e-2 Π i b n t  com FourierParameters ® 8a, b<

Simplify �� FourierSeriesAx + x2 , x, 8E
1

����������
12

+
ã-4 ä Π x H1 - 2 ä ΠL
��������������������������������������������������������

8 Π2
+

ã4 ä Π x H1 + 2 ä ΠL
�����������������������������������������������������

8 Π2
+

ã-6 ä Π x H-1 + 3 ä ΠL
�������������������������������������������������������������

18 Π2
+

ã-8 ä Π x H1 - 4 ä ΠL
��������������������������������������������������������

32 Π2
+

ã8 ä Π x H1 + 4 ä ΠL
�����������������������������������������������������

32 Π2
+

ã-10 ä Π x H-1 + 5 ä ΠL
�����������������������������������������������������������������

50 Π2
+

ã-12 ä Π x H1 - 6 ä ΠL
������������������������������������������������������������

72 Π2
+

ã12 ä Π x H1 + 6 ä ΠL
��������������������������������������������������������

72 Π2
+

ã-14 ä Π x H-1 + 7 ä ΠL
�����������������������������������������������������������������

98 Π2
+

ã-16 ä Π x H1 - 8 ä ΠL
������������������������������������������������������������

128 Π2
+

ã16 ä Π x H1 + 8 ä ΠL
��������������������������������������������������������

128 Π2
-

ä ã2 ä Π x H-ä + ΠL
���������������������������������������������������

2 Π2
+

ä ã-2 ä Π x Hä + ΠL
�������������������������������������������������

2 Π2
-

ä ã6 ä Π x H-ä + 3 ΠL
��������������������������������������������������������

18 Π2
-

ä ã10 ä Π x H-ä + 5 ΠL
�����������������������������������������������������������

50 Π2
-

ä ã14 ä Π x H-ä + 7 ΠL
�����������������������������������������������������������

98 Π2

FourierTrigSeriesAx + x2 , x, 8E
1

����������
12

-
Cos@2 Π xD
����������������������������������

Π2
+

Cos@4 Π xD
����������������������������������

4 Π2
-

Cos@6 Π xD
����������������������������������

9 Π2
+

Cos@8 Π xD
����������������������������������

16 Π2
-

Cos@10 Π xD
��������������������������������������

25 Π2
+

Cos@12 Π xD
��������������������������������������

36 Π2
-

Cos@14 Π xD
��������������������������������������

49 Π2
+

Cos@16 Π xD
��������������������������������������

64 Π2
+

Sin@2 Π xD
���������������������������������

Π
-

Sin@4 Π xD
���������������������������������

2 Π
+

Sin@6 Π xD
���������������������������������

3 Π
-

Sin@8 Π xD
���������������������������������

4 Π
+

Sin@10 Π xD
�������������������������������������

5 Π
-

Sin@12 Π xD
�������������������������������������

6 Π
+

Sin@14 Π xD
�������������������������������������

7 Π
-

Sin@16 Π xD
�������������������������������������

8 Π

A representação da função antisimétrica  f@xD = x no intervalo @-1 �2, +1 �2D  através duma série
de Fourier é periódica com período 2 L = 1. 
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Show@8sw@1D, Plot@8x, FourierTrigSeries@x, x, 8D< �� Release, 8x, -2, 2<,
PlotStyle ® 8RGBColor@1, 0, 0D, RGBColor@0, 0, 1D<, DisplayFunction ® IdentityD<,

DisplayFunction ® HDisplay@$Display, #1D &L, ImageSize ® 180,
AspectRatio ® 1, PlotRange ® 8-2, 2<D;

Com  a  opção  dada  por  FourierParameters ® 80, b<  o  intervalo  de  amostragem  de  f@xD  é

A- 1���������������
2  b¤ , + 1���������������

2  b¤ E. Aqui, b = 1 �6.

Show@8sw@.3D, Plot@8x, FourierTrigSeries@x, x, 8, FourierParameters ® 80, .3<D< �� Release, 8x, -2, 2<,
PlotStyle ® 8RGBColor@1, 0, 0D, RGBColor@0, 0, 1D<, DisplayFunction ® IdentityD<,

DisplayFunction ® HDisplay@$Display, #1D &L, ImageSize ® 180,
AspectRatio ® 1, PlotRange ® 8-2, 2<D;

O gráfico seguinte mostra a qualidade da reconstrução do sinal original f HxL = x��������������������
1+x4  no intervalo

@-3, 3D  (azul), através de uma série de potências de ordem 8 (vermelho) e uma série de Fourier
com 4 frequências (verde).

ShowA9sw@1 �6.D, PlotA9SeriesAx � I1 + x4 M, 8x, 0, 8<E �� Normal, IfAAbs@xD < 3, x � I1 + x4 M, 0E,
FourierTrigSeriesAx � I1. + x4 M, x, 4, FourierParameters ® 80, 1 �6.<E �� Chop �� Re= ��

Release, 8x, -6, 6<, PlotStyle ® 88Thickness@0.003‘D, RGBColor@1, 0, 0D<,8Thickness@0.008‘D, RGBColor@0, 0, 1D<, RGBColor@0, 1, 0D<,
PlotPoints ® 60, DisplayFunction ® IdentityE =,

DisplayFunction ® HDisplay@8"stdout"<, #1D &L, PlotRange ® 2 8-1, 1<,
ImageSize ® 180, AspectRatio ® 4 �12,
Ticks ® 8Automatic, Range@-2, 2D<E;
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á Ortogonalidade

As  funções  sn HxL = SinAn Π�������
L

xE  e  cm = CosAn Π�������
L

xE   formam  uma  base  ortonormada  de

L2  I @-L, LD M, i.e.  Xsn È sm\ = ∆nm, Xcn È sm\ = 0, Xcn È cm\ = ∆nm.

Xsn È sm\ =
1
�������
L

 à
c

c+2 L
SinAn Π

�������
L

xE SinAm Π
�������
L

xE â x �� FullSimplify@#, 8m, n< Î IntegersD &
0

Xsn È sn\ =
1
�������
L

 à
c

c+2 L
SinAn Π

�������
L

xE SinAn Π
�������
L

xE â x �� FullSimplify@#, 8n< Î IntegersD &
1

Xcn È sm\ =
1
�������
L

 à
c

c+2 L
CosAn Π

�������
L

xE SinAm Π
�������
L

xE â x �� FullSimplify@#, 8m, n< Î IntegersD &
0

Xcn È sn\ =
1
�������
L

 à
c

c+2 L
CosAn Π

�������
L

xE SinAn Π
�������
L

xE â x �� FullSimplify@#, 8m, n< Î IntegersD &
0

Xcn È cn\ =
1
�������
L

 à
c

c+2 L
CosAn Π

�������
L

xE CosAn Π
�������
L

xE â x �� FullSimplify@#, 8n< Î IntegersD &
1

Transformada Rápida de Fourier

Os  algoritmos  que  implementam  a  transformada  rápida  de  Fourier  assumem  que  a  função  a
transformar  hHΖL  está  definida  e  amostrada  num  intervalo  0 £ Ζ £ HN - 1LDx,  com  valores
qr = hHΖr L  onde Ζr = r Dx  para Hr = 0, 1, ¼, ns - 1L.  Daí  que,  para amostrar e  transformar uma

função  f HxL  numa  janela  I = A- L�������
2

, L�������
2
E  de  largura  L = N Dx  seja  necessário  transladar  toda  a

função por L�������
2

, e efectivamente definir uma nova função hHΖrL = fJΖr -
L
��������
2
N = fJJr -

N
��������
2
N DxN

No Mathematica,  a  Transformada de  Fourier  discreta  de  uma lista  8qr<  de  N   pontos  é  a  lista8q` s< onde

                                                                     q` s¢ = 1�����������������!!!!!
N
ã

r¢ =1

N
qr e

2 Π ä Hs¢ -1L Hr¢ -1L
����������������������N
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Se pusemos DΚ =
2 Π
�������������

L
,  s = s¢ - 1, r = r¢ - 1 então  

q` s+1 = 1����������������!!!!!
N

 ã
r=0

N-1
qr+1  ã

äI 2 Π�������������
L

 sM r Dx
= 1����������������!!!!!

N
 ã

r=0

N-1
hHΖr L ãä Κs  Ζr  

 Κs =

i

k

jjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjj

0 para s = 0

s DΚ para s = 1, ¼, N��������
2

- 1

N��������
2

 DΚ para s = N��������
2
HaliasingL

Hs - NLDΚ para s = N��������
2

+ 1, ¼, N - 1

 

y

{

zzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzz
 

 

 Designando por xr = Ζr -
L
��������
2

º Jr -
N
��������
2
N Dx os pontos no intervalo I, podemos  reescrever

 

 q` s+1 = 1����������������!!!!!
N

 ã
r=0

N-1
hHΖr L ãä Κs  Ζr =

1����������������!!!!!
N

 ã
r=0

N-1
f Hxr L ãä Κs Ixr+ L�������2 M =

�!!!!!!!
Dx  ã

ä Κs  L�������2
i
k
jjjj 1����������������!!!!!

L
 ã

r=0

N-1
f Hxr L ãä Κs  xr y{

zzzz =
�!!!!!!!

Dx  ãä Π s  f
`HΚsL

 
 Assim conclui−se que 
 

 f
`HΚsL = 1��������������������!!!!!!!

Dx
 ã-ä Π s  q` s+1  

 
Estes coeficientes q` s¢  diferem em sinal alterno dos provenientes de implementações C de FFT,
onde o primeiro elemento duma lista tem índice 0.  

Convém ainda indicar que, de acordo com as normas da FFT, 

(a) −  o primeiro coeficiente q` s¢ =1 corresponde á frequência  (’número de onda’)  Κs¢ -1 = 0  . 

(b) −  os  primeiros  coeficientes  q` s¢   Js¢ = 2, ¼, N��������
2
N  correspondem  às  frequências  positivas

Κs¢ -1 = Hs¢ - 1L DΚ, 

(c) −  o coeficiente q` N��������2 +1
 corresponde ao ponto de ’aliasing’ Κs¢ -1 = N��������

2
 DΚ = Hs¢ - 1L DΚ

(d) −  e os últimos q` s¢   Js¢ = N��������
2

+ 2, ¼, NN  vão das frequências mais negativas para as menos

negativas Κs¢ -1 = Hs¢ - 1 - NL DΚ. 
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É assim desejável definir um operador sortft@listD que produza uma lista 8pk< ordenada crescen−
temente  com  a  frequência:   o  índice  k  aqui  corresponde  portanto  a  uma  frequência

f =
2 ny
�����������������
ns

 Jk -
ns
�����������
2

- 1N.  Note−se  ainda  que  f  é  uma  frequência,  e  não  uma  frequência  angular

Ω = 2 Π f .

Assim, o resultado de Fourier@CdataD ® sftdata não é directamente a transformada de Fourier
da discretização, é necessário inverter o sinal dos coeficientes  de dois em dois para obter ftdata

e  depois  rearranjar  com  sortft@ftdataD  para  obter  os  verdadeiros  coeficientes!  Contudo,  para
inverter com InverseFourier deve−se usar o formato de  sftdata.

� Notas de Implementação

A  discretização  de  uma  função  f HxL  num  intervalo  I = @xmin, xmaxD,  utilizando  N = ns = 2n

pontos pode ser  efectuada definindo um operador Sample@f , n, I D , cujos produtos são:

 

Cdata Lista de 2n valores complexos f @xiD
ny Frequencia de Nyquist = 1������

2
 sr

sr Taxa de Amostragem = N��������������������������������������������
xmax-xmin

Dx Resolução da Amostragem =
xmax-xmin��������������������������������������������

N

Se  em  vez  de  uma  janela  de  amostragem  I  se  pretende  fixar  uma  frequência  de  Nyquist

ny = 1������
2

 sr do espectro, é mais útil definir a função SamplingWindow@ny, ns, xoD  que produza

uma janela adequada Iny  centrada no ponto xo. Note−se que se xo = 0, a amostra r corresponde

à coordenada xr = Jr - ns����������
2
N Dx. Uma vez definida a janela de amostragem I bem como a resolu−

ção n = log2HNL (ou equivalentemente a frequência de Nyquist ny) é possível efectuar uma trans−
formada rápida de  Fourier  definindo FFTAnalyse@f , n, nyD  cujo  produto,  entre  outros,  é  uma
lista sftdata  de coeficientes de Fourier complexos. 

Pode−se  também  definir  operadores  como  displayFT@freqdata, tks, optsD  e
displayIFT@spacedata, tks, optsD que produzam os gráficos de Fourier e InverseFourier a
partir de listas de coeficientes apropriados.

A transformada de Fourier em tempo da função de correlação PHtL num intervalo T = @0, TD feita

com N incrementos DΤ = T���������
N

 necessita da amostragem PHtr L  em instantes 0 £ tr £ HN - 1L DΤ com

tr = r DΤ,  o  que  permite  resoluções  em  frequência  DΝ = 2 Π������������
T

.  A  largura  de  banda  é  assim

 Ν¤ £ N���������
2

 DΝ º Π����������
DΤ

, o que significa que DΤ deve ser escolhido de forma que as energias (de facto as

frequências já que estamos a fazer Ñ = 1) dos estados ligados Ν £ DVmax  estejam incluidos nesta
banda, e por isso DΤ £ Π����������������������������

DVmax
. 
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