SOLUÇ ÃO GERAL DA EQUAÇ ÃO DE FOURIER

Condições Iniciais

A equação de Fourier

(1) ∇^2 θ(x, t) = 1 α ∂θ(x, t) ∂t sujeita às condições iniciais

(2) θ(x, 0) = f (x)

resolve-se utilizando a Transformação de Fourier em x

(3) Θ(k, t) = 1 (2π)^{3/2} ∫ θ(x, t) e^{ik·x}d^3x

F (k) = 1 (2π)^{3/2} ∫ f (x) e^{ik·x}d^3x Aplicando esta transformação a ambos os lados de (1) e (2) temos

(4) 1 (2π)^{3/2} ∫ e^{ik·x} ∇^2 θ(x, t)d^3x = −k^2 Θ(k, t)

1 (2π)^{3/2} ∫ e^{ik·x} 1 α ∂θ(x, t) ∂t d^3x = 1 α ∂ ∂t Θ(k, t) =⇒ ∂ ∂t Θ(k, t) = −αk^2 Θ(k, t)

e (5) Θ_(x, 0_) = F_(k_) =⇒ Θ_(k, t_) = F_(k_) e^{−α k2 t}

Introduzindo a função H (k, t) = e−α k^2 t vemos que a solução pretendida deve ser a convolução das transformadas inversas de F (k) e H (k, t), i.e. pondo

(6) h(x, t) = 1 (2π)^{3/2} ∫ H (k, t) e^{−ik·x} d^3k = 1 (2α t)^{3/2} e−^x 2 4α t temos de (5) e (6)

(7) θ(x, t) = 1 (2π)^{3/2} ∫ Θ(k, t) e^{−ik·x} d^3k = 1 (2π)^{3/2} ∫ F (k)H (k, t) e^{−ik·x} d^3k

= (f ⋆ h) (x) = ∫ f (x^′) h(x−x^′, t) d^3x^′ ou seja

(8) θ(x, t) = 1 (2α t)^{3/2} ∫ f (x^′) e−^{|x−x} ′|^2 4α t d3x′

1 © Amaro Rica da Silva, Prof. Dep.Física - IST (Mon Sep 30 16:45:17 GMT 1996 )

Condições Fronteira

Existem várias possibilidades de condições sobre a fronteira D do domínio, entre as quais, quando x^{′ ∈} D, (9) θ(x^′, t) = f (x^′, t) A temperatura é especificada em qualquer instante na fronteira D através de f (x^′, t)

∇θ(x^′, t) · n(x^′) = f (x^′, t) A componente do fluxo J_q (x^′, t) = −κ ∇θ(x^′, t) na direcc,ão normal n(x^′) é especificado em qualquer instante na fronteira D através de f (x^′, t)

∇θ(x^′, t)·n(x^′) = −η (θ(x^′, t) − θ_∞(t)) O fluxo de energia J_q (x^′, t) = −κ ∇θ(x^′, t) na fronteira D é devido a transporte, convecc,ão e radiac,ão para um meio a uma temperatura média θ_∞(t)

Aplicando a Transformada de Laplace em tempo

(10) Θ(x, s) = ∫_∞ 0 θ(x, t) e−s t dt =⇒ θ(x, t) = 1 2πi ∫_{c+i∞} c−i∞ Θ(x, s) es t ds onde c^∈ C é escolhido de forma a deixar para a esquerda todos os pólos.

No primeiro caso indicado em (9) obter-se-ia, dada uma distribuição de temperatura inicial θ(x, 0) conhecida,

(11) 1 α ∫_∞ 0 ∂θ(x, t) ∂t e−s t dt = s α Θ(x, s) + 1 α θ(x, 0) ∫_∞ 0 ∇^2θ(x, t) e−s t dt = ∇^2Θ(x, s) =⇒ ( ∇^2 − s α ) Θ(x, s) = 1 α θ(x, 0)

Esta é uma equação diferencial em x com condição fronteira

(12) Θ(x^′, s) = F (x^′, s) = ∫_∞ 0 f (x^′, s) e−s t dt

2 © Amaro Rica da Silva, Prof. Dep.Física - IST (Mon Sep 30 16:45:17 GMT 1996 )