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Resumo

Este trabalho tem como objectivo a obtenc¢ao da evolugao temporal da
solugao da equagao de Schrédinger dependente do tempo, no caso bidimen-
sional, partindo de uma onda inicial e de um potencial independente do
tempo. Para tal, implementou-se um método numérico pseudo-espectral
em C, representando graficamente as solugoes em Mathematica.

1 Introducao

Dada uma fungdo de onda %(r,%p), a sua evolu¢do temporal obedece & bem
conhecida equagao de Schriédinger dependente do tempo,
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(T + V)(r,t)

onde T e V sao, respectivamente, os operadores associados a energia cinética e
ao potencial. Assim, ¥(r,t) fica univocamente determinada para todo o ¢, uma
vez especificada ¥(r, ty) e imposto V.

A equacdo (1) é linear, pelo que qualquer combinagao linear de solugoes é
ainda uma solugao. Note-se que, como os coeficientes da equagao sao complexos,
as solucoes serao necessariamente complexas.

O significado fisico usualmente atribuido as solugdes de (1) consiste na asso-
ciagdo de |¢(r, t)|? a uma densidade de probabilidade. Desta forma, normaliza-se
a func¢ao de onda de modo a que

[ 1wt orr =1

Pretende-se com este trabalho implementar um algoritmo que construa nu-
mericamente a solugdo de (1) para um conjunto de potenciais e condigdes iniciais,
no caso bidimensional.



1.1 Solucao formal da equacgao de Schrodinger

A integracdo de (1) em ordem a t é imediata e conduz a

W(r,t) = e My (1 ) (2)

Convencionou-se, sem perda de generalidade, tp = 0. A expressao (2) é
apenas uma soluc¢ao formal da equagao, ou seja, nao é uma expressao passivel de
ser calculada, uma vez que envolve exponenciais de operadores. O termo e~ ®/"V
é de célculo directo, uma vez que V é uma funcdo, V. = V(r). A exponencial do
termo cinético envolve, contudo, derivadas em ordem as coordenadas espaciais.
Para contornar esta questao, exprime-se a exponencial dos operadores em r como
exponencial de funcoes em k, onde k é a varidvel do espaco dos momentos. O
uso de expressoes tanto no espaco das posigdes como no espaco dos momentos
da a este método a designacao de Pseudo-Espectral.

Como os operadores T e V ndo comutam, a exponencial em (2) ndo pode
ser separada. Desta forma,

’(/J(X, t) ~ efit/(Zh)Vefit/hT efit/(Qh)Vw(x’tO)

¢(xvt0)

constitui apenas uma aproximacdo para (2). O teorema de Baker-Campbell-
Hausdorff [1] permite estabelecer O(£?) para a expressao anterior.
Define-se, aplicando a transformada de Fourier bidimensional,

ok, to) = FH{d(k, tg)} = % /@(k, to)ei(k'r)dk

0 que permite escrever
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* Prova-se por inducao que (az2 + 38; ) = (% + Bay%).

Por fim, obtém-se

W(r,t) ~ o it/ (2RV () -1 {efit/hT(k)(I)(k’to)}-{efit/hv(r)(b(r’to)}} (3)

que constitui a base do algoritmo implementado.



2 Implementacao

Para o célculo das transformadas rdpidas de Fourier, optou-se por usar a bi-
blioteca FFTW, disponivel em [2], dado o seu bom desempenho face a outros
algoritmos usualmente empregues — ver [3]. Todos os cdlculos necessdrios a exe-
cugao do algoritmo foram efectuados em C. No fim de cada iteragdo, o programa
escrito envia para o Mathematica, via MathLink, uma instrucao para desenhar
um grafico, representando o quadrado do médulo da solu¢ao no instante decor-
rente. Pretendeu-se, desta forma, optimizar os recursos disponiveis.

Em primeiro lugar, discretiza-se o potencial e a fungao ¥ (r, tg) numa malha
rectangular no espaco das posicoes. A malha é definida especificando, para cada
direccao, o nimero de nés, N, e IV, e os extremos. Em cada ponto da malha,
calcula-se o termo e~/ (2h>V(r)¢(r, to). Realiza-se, em seguida, a transformada
discreta da matriz (complexa) assim obtida.

Para calcular e~ /"T(X) & necessario construir, no espaco dos momentos,
a malha correspondente & das posi¢des. Definindo d, e J, como sendo os es-
pagamentos dos pontos da malha no espaco das posigoes, em ambas as direcgoes,
temos [1]

2T 2

Dada a forma como a transformada discreta é calculada, é necessario proce-
der a uma reordenagao dos elementos da malha no espago dos momentos, antes
de calcular uma transformada inversa. Na pratica, esta reordenagdo resume-se a
permuta dos quadrantes impares e dos pares. E entdo possivel inverter o termo

e IMTMB (k, to) F eV g(r, 1)},

multiplicando em seguida pelo termo potencial. E ainda necessdrio normalizar o
resultado dado que, no caso de uma FFT bidimensional, ¢ = N, N,F “LLF{o}}.
O processo descrito constitui o corpo do ciclo iterativo a partir do qual se obtém

a evolugao temporal da onda (r,tg).

3 Resultados

3.1 Onda inicial

A onda inicial escolhida, v (r,0), para cada um dos exemplos apresentados, tem
a forma de uma gaussiana. No caso em que nao existe momento inicial, tem-se

que
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pelo que a onda inicial é dada por
1
V2ro?

Esta escolha afigurou-se como natural, uma vez que corresponde a minimi-
zagéo do principio de incerteza de Heinsenberg [1]
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3.2 Exemplos

Testou-se a eficdcia do método desenvolvido, impondo alguns potenciais de in-
teresse.

3.2.1 Interferéncia de duas ondas

Figura 1: Interferéncia de duas ondas — At ~ 0.093 x 10~ '6g



3.2.2 Difraccao por fenda dupla

Figura 2: Duas fendas — At ~ 43.3 x 10165

3.3 Comentarios

E importante referir que, dada a forma como a transformada é construida, im-
pondo a periodicidade da funcao, as solucbes obtidas perdem significado ao se
aproximarem da fronteira da malha estabelecida. Nessas circunstancias, verifica-
se que as ondas se reflectem sdo reflectidas, interferindo consigo mesmas, inva-
lidando assim os resultados obtidos.

Este fenémeno é inevitdvel, evidenciando-se para as gaussianas, que se en-
contram definidas em R2. O método revela-se assim condicionado em termos de
tempo de simulagao, uma vez que as solugoes acumulam erros em cada iteragao,
e de resolugao espacial, dado que é necessario uma malha suficientemente larga
e densa para estudar com detalhe zonas afastadas da fronteira.

Outro factor a ter em consideracao é a natureza quéntica dos fenémenos
em questao, que determina relacoes entre a energia que se pode estudar e o



intervalo de tempo necesséario para o fazer, com base no principio de incerteza
de Heisenberg.

A todo o processo estdo também inerentes erros numéricos, nomeadamente
na aproximagao & exponencial de operadores, onde a expressio utilizada é O(t?).
Constatou-se que, em alguns casos, 0 método é muito sensivel a variagées no
passo de tempo.
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