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3.1 REPRESENTACOES DE GRUPOS

A teoria de REPRESENTACOES DE GRUPOS estuda os homomorfismos

R:G — AuT(V)

9§~ RyRy = Ry=RR

o g4

entre grupos arbitrarios G e o grupo AuT(V) de OPERADORES LINEARES INVERTIVEIS num espaco vectorial
V, que pode ter dimensao finita ou infinita. Neste sentido se diz que R é uma REALIZAGAO LINEAR ou
REPRESENTACAO de G num grupo de transformacdes lineares. No caso de V ser um espaco vectorial de
dimens&o n sobre um corpo K, este grupo de transformacoes lineares é AuT(V) = GL,(K)

— A dimensao deste espaco vectorial € a DIMENSAO DA REPRESENTAGAO .

— Um dado grupo pode ter representacdes de dimens&o FINITA € INFINITA.
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[EQUIVALENCIA, UNITARIDADE, REDUTIBILIDADE]

DEFINIGAO [3.1]

Ill.1-i. Para G um grupo qualquer, duas representacfes RV:G o AUT(V), i = (1,2), dizem-se
EQUIVALENTES se existir uma aplicagéo linear INVERTIVEL A € L(V,,V,) entre 0s espagos
vectoriais V, e V,, suportes das representacoes R" respectivas, tal que

R = A'R@A

.2 -ii. Uma representacéo U : G - AuT(V) de G diz-se UNITARIA se se tiver
U = U U =
UsU, =Uu, =1 ¥YgeG

[11.1 -iii . Uma representacdo R : G » AuT(V) de G diz-se REDUTIVEL se existe em V algum sub-

espago NAO-TRIVIAL, INVARIANTE relativamente a todas as transformacoes U, « AuT(V),
¥ geG.

Uma vez que as representacdes se dividlem em CLASSES DE EQUIVALENCIA através da relacdo
RV~ R? o @AecLV,V,): R =A"RPA, VgeG)
a determinacéo de representagfes fica reduzida a determinacao de representacdes INEQUIVALENTES.
Neste contexto iremos mostrar que:
— cada classe de equivaléncia de representa¢cdes dum GRUPO FINITO G possui REPRESEN-

TACOES UNITARIAS .

— Para um grupo finito G, o nimero de classes de representagfes inequivalentes € igual
ao numero de CLASSES DE CONJUGAGAO de G.

— A soma do quadrado das dimensdes das representacdes associadas as diferentes classes
de conjugacao de G é igual a ordem de G.

— A dimenséo de cada representacdo irredutivel € um DIVISOR do index de qualquer sub-
grupo ABELIANO NORMAL de G e um divisor de o(G). Esta dimens&o néo excede o index
de subgrupos abelianos de G.

— Todo o caracter de G € uma combinacéo linear dos caracteres de representagfes INDUZI-
DAS por subgrupos ciclicos e combinacéo linear inteira de caracteres de representacdes
induzidas de representacfes unidimensionais de subgrupos.

— EXERcicio [3.1]

Dado um espaco vectorial V com um produto escalar (, ) entre os seus vectores, defina
um novo produto escalar através de

- 1 - ) -
(W,W)—ﬁgEZG(Rgv,ng) ; Vv,veV
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III.1-i. Mostre que o produto escalar assim definido sobre qualquer espaco vectorial V suporte
de uma representacéo R de G € bilinear e ndo-negativo (i.e. = 0).

I1.1-ii. Dada uma base e,,e,, ..., ¢, ORTONORMAL relativamente ao produto escalar (., .) orig-
inal de V, é possivel definir uma nova base f,,f,, ..., f, ortonormal relativamente ao
novo produto escalar ¢, ). Se A representar o operador de correspondéncia Ae; = f;,
mostre que entédo (Av, A ¥) = (v, ¥).

[11.1 -iii . Por outro lado, mostre que no novo produto escalar (Rgv, Rg ¥) = (v, ¥) e conclua que a
representacdo R = A" RA verifica a condicdo de unicidade requerida

(Ryv, Ry ¥) = (RyAv, R /A¥) = (Av,A¥) = (v, 7)

Este resultado pode ser estendido a GRUPOS COMPACTOS, porque, como veremos adiante, ai existe uma
MEDIDA DE HAAR du(g) tal que a medida do grupo inteiro u(G) = fG du(g) < oo, permitindo assim a redifinicéo
do produto escalar para
1
0= [ Ry RyPdu)
(@) J e e

TEOREMA [3.2]

Se G for um grupo FINITO ou COMPACTO, qualquer representacio de DIMENSAO FINITA

€ equivalente a uma representacdo UNITARIA.

DEMONSTRACAO

Seja R : G » AUT(V) uma representacdo de G, NAO NECESSARIAMENTE unitaria. Vamos mostrar que
existe uma aplicacao linear invertivel S € £(V,V) tal que

_ -1
U,=SR,S
é UNITARIA paratodo 0 ge G, i.e. UfU, =1, Yge G

Faremos a demonstracao para G finito: a generalizacdo para o caso compacto apenas substitui 0 somatério
discreto pelo integral com medida de Haar no grupo. Construa-se o operador

T=>"RiR, [ou T= f RiRydu(@, onde du@= ) 6(g-g)dy
9=G ¢

geG

T é evidentemente HERMITICA, i.e. T' = T. Que T é também estritamente positiva resulta de:

(v,Ty) = Z(\y, R;Rg\y) = Z(ng, ng) >0
oG oG

e sev # 0 entéo (v, Tv) > 0 porque

v,Tv)=0 = ZnngnZ:o = Ry=0(¥geG) < v=0
geG
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Isto significa que T tem uma DECOMPOSICAO POLAR num produto da forma T = S'S com

\/)Tl...o

S=|: ~0 |A
0 -y,

(A, > 0), onde A é uma matriz unitaria que diagonaliza T

A -2 0
ATA L= sl'-.s
0 -2,

RiTRh= > RyiRgn =T
geG

Dado que, pela definicao

tem-se também
RiS'SRh=S'S — (SRnS )T (SRAS™1) =1

pelo que a Representacao unitaria equivalente requerida é

-1
U, = SRS

A situacdo é menos favoravel para grupos NAO-COMPACTOS. Assim, por exemplo, para grupos G nao-
compactos SIMPLES (i.e. ndo possuindo nenhum sub-grupo PROPRIO, CONEXO E INVARIANTE) pode-se
mostrar que NAO EXISTEM representagdes UNITARIAS de DIMENSAO FINITA além da trivial (identidade).
Nesta categoria encontram-se grupos de simetria importantes da fisica, como o grupo de LORENTZ,
S0(3,1) ou de DE SITTER, SO(4,1).

Se G for ndo-compacto sem ser simples, entdo as representa¢des unitarias de G ou sdo de dimensao
infinita, ou finita mas infiel (i.e. diferentes elementos de G téem a mesma matriz como representacdo).
Mais grave é que neste caso G pode possuir representagfes de dimenséo finita que ndo sédo equivalentes
a nenhuma representacdo unitaria: por exemplo, o grupo multiplicativo R, dos reais positivos tem repre-
sentagdes UNIDIMENSIONAIS UP(x) = Blog(x), parametrizadas por 8 > 0, que ndo se podem transformar
por semelhanga em representagdes unitarias. O grupo Euclideano, produto semi-directo O(3) x R® € outro
exemplo: nenhuma representacdo de dimenséo finita na qual as translacfes sejam representadas ndo-
trivialmente é equivalente a uma representacao unitaria.
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3.2 REPRESENTACOES REDUTIVEIS DE GRUPOS

Uma representacdo R : G » AuUT(V) de G em V é dita REDUTIVEL se existe em V algum sub-espaco
INVARIANTE relativamente a todas as operagdes Uy, V g G. Para grupos finitos ou compactos, tem-se

[REPRESENTAGCAO COMPLETAMENTE REDUTIVEL]

DEFINICAO [3.3]

Uma representacdo R de G é COMPLETAMENTE REDUTIVEL Se se puder escrever na

A, O
Rgz 9 , Y¥geG
0 By

forma

onde A, B, sdo matrizes quadradas irredutiveis ou igualmente completamente redutiveis.

[TEOREMA DE MASCHKE]

TEOREMA [3.4]

Qualquer representacédo de dimensao finita de um grupo G FINITO ou COMPACTO € COM-

PLETAMENTE REDUTIVEL.

__DEMONSTRACAO

0 B
¢]
bastando para isso reordenar os seus vectores de base de forma que os Ultimos m sejam todos elementos

. A, N
Uma representacdo redutivel pode ser sempre transformada numa equivalente da forma Ry = { g 9 ]

do subespaco de V deixado invariante pela representagéo R. Por outro lado, de

R _ Agg Ngg ~ ~ AgAg AgNg+Nng
gg — -

0  ByB,

podemos ver que Ny, = A;N;+N;B,. Fazendo g = g~* devemos obter A = Aj*, By = B;' e Aj:N;+N,:B =
0 donde Ny: = —A;'NB;*. Assim R tem inversa

-1 -1y -1
RI1-R = Ay —AyNBg
g 9 0 Bal

0 B
g
seja ainda uma representacéo de G. Procuramos assim uma matriz S invertivel que verifique a condicdo

. - - L ~ A, 0
As matrizes Ay, B verificam as condices A, = AyA; e By, = BB, necessarias para que Ry = { 9 ]
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de equivaléncia Ry = § ﬁg S~ ou, 0 que é o mesmo, RyS ﬁg}l =S. A matriz
~_1
S= ) RyR,

verifica facilmente essa identidade:
=1 =1 ~-1 =1
RySRy = Z RyR,R, Ry = Z Ryq Ryq=S
geG geG

porgue a soma em g'gtambém percorre todos os elementos de G apenas uma vez, mas por ordem difer-
ente. De facto

_ _ -1
L1 A, N Al O AgAgl Nngl al, Z Ny By
S: Z RQRQ = Z 9 9 . 9 = Z = gEG
0 B 0 B! -
gc G g€ G g 9 ) 96| 0 BBy 0 Ql,
-1 -1
. | (N,B.+A N)B!B?! Ql, ) NggBgg al, Ny Bg
geG 0 - 0 Ql, 0 Ql,
sendo
atl, -7 > NgBY!
S_l = geG
0 Q7

A demonstracdo para grupos compactos corre da mesma forma apenas com a substituicdo de S por

. Ql f dR /N, B
szfdngngngl= "Je 99
G 0 Ql.
onde Q = deRg é 0 "volume" (nimero de elementos) de G. E agora facil de mostrar que
~71 _ 71 _ ~
RSR, =S = S RS=R,;

jaque dRy = dRyy € uma medida invariante (medida de Haar invariante a esquerda, que existe sempre em
qualquer grupo localmente compacto). Vemos igualmente porque é que o resultado falha quando o grupo
nao tem um "volume" finito Q. [ |
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3.3 REPRESENTACOES IRREDUTIVEIS DE GRUPOS

[1° LEMA DE SCHUR]

LEMA [3.5]

Sejam U™ e U@ representacbes IRREDUTIVEIS, de dimensdes d, e d,, dum grupo G.

Se existir uma d, xd,-matriz A tal que
1 2
AU =UPA  VgeG
entdo uma das seguintes condic8es se verifica :

N.5-i.A =0

1.5-ii.d, = dy e det(A) # 0

__DEMONSTRACAO

Por definicdo de irredutibilidade, os espagos vectoriais V,;, € V,, ndo possuem sub-espagos proprios invari-
antes para as representacoes lineares . G- Aut(Vy) (k=1,2)de G.

Entdo, escolham-se bases (ey,¢,,...,eq) deVy e (fy,f,,...,fy)deV,. Umaaplicacdo linearA < L(V), V)
faz corresponder aos d, vectores da base de V;, outros tantos vectores (x;,x,, ..., %y ) de V,, (que podem
ndo ser mituamente independentes) através da correspondéncia x; = A e;.

Se A verifica a condicdo do Lema, vamos mostrar que o sub-espacgo S c V,,, gerado pela A - imagem de

V,

(1)» tem de ser invariante para a representagao U® de G. De facto, se x € S, entéo

X = Xixi = XA e, =A (Xiei) =Av
para algumv V. Dai que, em S
UPx =UPAv=AUYy=Av =x€S

Mas se a representacdo U® é IRREDUTIVEL, 0s Unicos sub-espacos invariantes de V; sdo S = {0} ou

S=V,,,. As alternativas sao pois:

— S={0}, o que s6 pode serse A =0.

- S=V,, eosvectores x; = Aeg;, i =(1,2,...,dy), sdo linearmente independentes, o que

implica necessariamente que d, = d, e det(A) # 0.

— S=Vq, eosvectores x; = Ae;, i =(1,2,...,dp), ndo sdo linearmente independentes, o que
s06 aconteceria se d, > d,. Mas nesse caso, a condi¢do do Lema é também verificada para
adyxd,-matriz AT € £(V,), V). i.e. para¥ ge G

AUD = A7 (U;{)l)T _ ( ;2)1 )T _ (A U(gljl)T - UDA
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O mesmo raciocinio que fizemos para A mostra que s6 se pode ter AT = 0, ja que se assumiu d, < d,
e portanto os vectores v; = ATf; ndo podem gerar V,;,. Mas AT = 0 implica A = 0 e consequentemente

S= {0}, uma contradi¢céo !

Portanto apenas as duas primeiras alineas se verificam na prética, o que concluio Lema |.m

[2° LEMA DE SCHUR]

LEMA [3.6]

Seja U uma representacdo IRREDUTIVEL, de dimenséo d, dum grupo G. Se existir uma

dxd-matriz A que verifique

UgA =AUg VgeG

entdo A = Aly, onde |, é a dxd-matriz identidade e A € C.

__DEMONSTRACAO

Definindo B = A —A |y, entéo B encontra-se nas condigdes do LEMA |. Se escolhermos A tal que DET(B) = 0

entdo B = 0. Verifica-se portanto que existe um escalar A « C tal que A = Al;. Note que é crucial

admitirmos aqui que a representacdo U € COMPLEXA, porque a equacgdo secular DET(A — Aly) = 0 pode

néo ter solugcéo se apenas admitirmos A real.m

Como consequéncia imediata do 2° LEMA DE SCHUR temos o

[GRUPOS ABELIANOS]

COROLARIO

Toda a representacao irredutivel de um grupo ABELIANO € unidimensional.
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