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4.1 CARACTERES DE GRUPOS ABELIANOS

[CARACTER LINEAR DUM GRUPO]

DEFINICAO [4.1]

Dado G um grupo qualquer e C, = C\ {0} o conjunto de nimeros complexos NAO-NULOS,
qualquer fungéo y : G » C, que verifique

x(@9) = x(@Qx(d)

para todos os g, g € G designa-se um CARACTER LINEAR do grupo G.
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[UNIDIMENSIONAL]— Um caracter linear € uma REPRESENTAGAO UNIDIMENSIONAL do grupo. Con-
versamente, os caracteres de REPRESENTAGOES UNIDIMENSIONAIS de grupos,
e em particular TODOS OS CARACTERES DE GRUPOS ABELIANOS sdo lineares.

[FINITO]- Quando G é FINITO, para algum n e qualquer g« G tem-se ¢" = g, pelo que os
caracteres lineares devem verificar

xXd=x0"=1 = Kkol=1 = x©'=x0

[ABELIANO]- Quando G = (a) é cicLIcO de ordem m, os caracteres possiveis sdo determi-
nados pelo valor escolhido para y(@) = V1 = e?*in, (k= 0,1,2,...,m— 1), e
o grupo multiplicativo de todos os caracteres de G, i.e. 0 grupo DUAL G, éo
grupo gerado por estas mraizes (complexas) de 1: G é assim ISOMORFO a G.

[PrRoDUTO]- Dados dois caracteres lineares y; e y, de grupos G, e G,, entdo podemos
formar um caracter ¥ do produto directo G = G, x G, através de

X(91,9) = x1(9)x2(9,)

[ABELIANO]- No caso de G, e G, ABELIANOS, e dado que existem tantos caracteres y
quanto elementos de G = G, x G,, verifica-se o isomorfismo G~ G Um
teorema geral afirma que qualquer grupo FINITO ABELIANO € produto directo de
grupos cicLicos, pelo que este resultado se generaliza a G ~ G para qualquer
grupo G nestas condig@es.

[ABELIANO]- O BI-DUAL G dum grupo abeliano G é naturalmente isomorfo a este, G ~ G,
através da escolha de uma "base" de subgrupos ciclicos de G.

TEOREMA [4.2]

Os caracteres de um grupo ABELIANO G formam uma base ORTOGONAL do espago

vectorial 7(G) das fungdes de valor complexo em G.

__DEMONSTRACAO
Se X, €X, séo dois caracteres diferentes de G, ent&o x,(g)X»(9) = figi; + 1 para algum ¢ « G, pelo que
2
PR ACEACEIPAC R ACEEPA( YA A(« P2
geG geG geG

(1 _Xl(g,)/@) Z Xl(g)m =0

ge G
donde se conclui que

<X2’X1> = Tlc;] PP ACLACE:

ge G
Pelo mesmo argumento se mostra que, para qualquer caracter nao trivial y + 1 de G,
D x@=0
ge G
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[OPERADORES DE PROJECGAQ]

DEFINICAO [4.3]

Dada uma representacdo R : G —» V‘C dum grupo abeliano finito num espaco vectorial
complexo VC, a cada caracter x, corresponde um operador

1 -
P,=—— E R
¥ = 0] X(9 R,
designado OPERADOR DE PROJECCAO porgue verifica as condic¢des:

III.3-i.P)2(=PX para Yy <G.

.3 -ii. P)(1 P)(2 = P)(2 P)(1 =0 sempre que x, #x,

.3-ii. > Py =1

xeG

Il.3-iv. RP, = X(@ P, paraqualquergeG,x <G

— De (lll.3 - iv) podemos concluir que, para qualquer ¢ VC, ¥, = P,y € um vector proprio
da representacdo, Ry, = x(9¢,. Os sub-espacos PXVC sdo assim invariantes para a
representacao R, e V<C é uma soma directa destes sub-espacos quando x < G.

— De (l11.3 - iii) segue-se que podemos escrever qualquer ¢ Vc como ¢ = Z Uy
X eG
— Esta decomposicéo de R em componentes irredutiveis agindo em sub-espacgos disjuntos
PXVC designa-se DECOMPOSIGAO CENTRAL ou DECOMPOSIGAO CANONICA em "primarios”
disjuntos.

4.2 CARACTERES DE GRUPOS NAO-ABELIANOS

Para grupos finitos ndo-abelianos é possivel generalizar a no¢édo de caracter e o seu papel na decom-
posicédo de representacdes, mas a determinacdo de G é bastante mais complexa.

[CARACTER DUMA REPRESENTAGAO DUM GRUPOQ]

DEFINICAO [4.4]

Dada uma representacao R de um grupo G, o TRACO da matrizes R da representacao
determinam uma funcéo sobre G

X : G- AuT(V)
g x(@ = TR[R]

designada o CARACTER DA REPRESENTAGAO R.
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— O caracter duma representacao unidimensional € LINEAR.
— O caracter de uma representacao irredutivel designa-se SIMPLES.

— O caracter de uma representacgédo redutivel chama-se COMPOSTO.

TEOREMA [4.5]

Duas representacdes equivalentes R e R = SRS tém o mesmo caracter, i.e. X = X(0).

Isto porque TR[AB] = TR[BA] em geral, pelo que

x(@ = TR[R| = TR[SRS™!| = TR[S 'SR ] = TR[Ry| = x®

TEOREMA [4.6]

O caracter y de uma representac¢éo de G € uma FUNGAO DE CLASSE ¥(C,) em G, i.e. &

constante sobre cada classe de conjugacéo C, de G.

Se ge g pertencem a mesma classe C,, entdo existe < Gtal que g = §g §*. Pelos mesmos argumentos
que anteriormente,

x(@) = TR[Ry| = TR[RBRZ]| = TR[RZR-RB,| = TR[Ry| = x(©)

TEOREMA [4.7]

Se G é um grupo AMBIVALENTE de dimensa&o finita (ou de Lie compacto), entdo o caracter
X duma representacao qualquer de G € REAL, i.e.

X@=x@ <R, Vge G

Dado que qualquer representacdo R dum grupo finito ou compacto é equivalente a uma
unitaria U, e que qualquer matriz unitéria verifica U™ = U™ entdo, como TR [AT] = TRI[A],
tem-se
x(@™h = TR[U;'] = TR[Uf] =x(@
Num grupo ambivalente, cada classe verifica C, = C;t, pelo que x(C,) = x(C;}) =X(C,).
ExEMPLO: O grupo diédrico D,, = (a,b) com a? = b" = e, bab = a é ambivalente finito, donde todos

0s seus caracteres so reais. De facto

al=a=elae = alRa

b! =aba=a"'ba = blRb

bm=(@'ba) =albt"a = bMRH"

(@™ =bMa! = elabe = (ab™'Rab™
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4.3 RELACOES DE ORTOGONALIDADE

Defina-se em ¥ (G) um produto escalar
1 _
@) =5 D, %9 U@
geG

onde N = #G designa o nimero de elementos de G. No caso de grupos infinitos, onde a no¢cao de MEDIDA
INVARIANTE u existe (G grupo topolégico, localmente compacto) e a medida do grupo Q = u(G) é finita (G
compacto), pode-se ainda definir um produto escalar idéntico

1 _
wir=5 [ 9@ u@dug
G

[SISTEMA ORTOGONAL COMPLETO DE FUNGOES SOBRE G]

LEMA [4.8]

. (k) . ~ . .
As entradas uﬁkj)(g) das matrizes U, associadas a representacoes IRREDUTIVEIS de di-
menséo d, de G séo funcgdes de 7.(G) MUTUAMENTE ORTOGONAIS, i.e.

ij *Yrs

1
<U(k1) U(k2)> = d—(sir(')‘js(sklk2
kl

Usando uma matriz ARBITRARIA B < L(V ),V ) constroi-se
(ko) (k1)
T= > Us1BU,
ge G

~ (k1) (k) ~ .
Mas entéo, se U~ e U~ forem representagdes IRREDUTIVEIS INEQUIVALENTES,

(k) (ko)

TU; =Uy T = T=0 (Lemade Schurl)

Dado que B é completamente arbitrario,
k) k : k),
ti= D e @HU@P =0 = Y US@u'@=0
ge G ge G
ou seja

(k1) (ko)

(4-1) <u‘f§’,u;k;’>=o e UYxU

Por outro lado, se U= U(kz), (k; = k, = k) e o outro Lema de Schur aplicado a

(k) (k)

TU; =Uy, T = T=a1 (Lemade Schur II)

onde Ad, = N TR[B]. Entéo, de T - dﬂTR[BH = 0 obtém-se
k

N o 1w N 4
- g TRIBIG, = PCR u;;(g)—aés-% b* =0

ge G 1
ou seja
NCPEN N
Z Uy (9 U;kj)(g) = d_(ssi(srj
ge G Ky
ou
4-2 b= s s
(4-2) <u3f’uij>_d_ki3 ir

i a1 Kk
S,,uij>_—5si6,j(5u. -

Em suma, podemos escrever simultdneamente (4-2) e (4-1) como <u .
k.

1
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[ 1# RELAGAO DE ORTOGONALIDADE]

TEOREMA [4.9]

Sejam xD, @, .. xP os caracteres de todas as representacdes irredutiveis de G. Estes

caracteres obedecem as relacdes de ortogonalidade

(e ) = % Z)E”)(g))((”(g) _5il
ge G

__DEMONSTRACAO

Para a demonstracdo vamos usar a expressao anterior e, contraindo nos indices apropriados

5ij5rs <ug?), u:‘]1)> — [iél](ss(s”érs] 5k1k2 — <ui<2)s, u;k1)i> — [iég) 6k1k2

obtemos a desejada ortogonalidade entre caracteres <X(k2’, X(k“> = gk, [ |

. . n
— Como x"(x) = x(y) se x, y € C,, e designando por c, = #C,, teremos N = #G = }, c, e

a=1

as relacBes de ortogonalidade escrevem-se também

18 ) .

5 2 &X' Caxe,) ="

a=1

— Estas relacdes podem ser vistas como condi¢cfes de ortonormalidade para um sistema
de pvectores £V, (i =1,2,..., p), num espaco vectorial de dimens&o n onde

Ve X))

1 \/C—z X(i)(cz)

M-~
SN

Ve, Xy
N&o podendo haver mais vectores ortogonais (0 que implica linearmente independentes)
do que a dimenséo do espaco em que se definem, imediatamente vemos que p < n, ou
seja

0 numero p de representacdes 0 numero n de classes de

irredutiveis inequivalentes de G | ~ | conjugacéo distintas de G

De facto, iremos provar que estes dois niUmeros séo iguais!

4.4 REPRESENTACAO REGULAR

Dado um grupo G existe sempre pelo menos uma representacao, denominada REPRESENTAGAO REGULAR
de G, que é uma representacao R : G » AuT (?K(G)) no espaco vectorial das fun¢bes de G num corpo K, e
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é definida da seguinte forma: a cada elemento g € G faz-se corresponder o operador linear
Ry : Fx(G) - 7 (G)
¢ » Rp:G-K
g ~ Rg@)9) = d(gQ)
Para verificar que R € uma representacéo, basta observar que, quaisquer que sejam ¢ € 7.(G) e 9,9,9" € G,
se tem
(RyRy#)(@") = (Ry#)(T'9) = #(g"99) = (Ryy#)(F")

i.e., como ¢ é arbitrario,

RsRy =Ry
No caso de GRUPOS FINITOS podemos ir mais longe e explicitar esta representacdo em forma de matrizes
N x N. Basta fazer notar que, num grupo com N elementos {g;,0,,...,0y}, existe uma base natural para o
espaco F,(G) e que consiste nas funcbes

_J1lseg=g;
Podemos entéo explicitar R pela sua ac¢éo nos vectores desta base
1 seg;0=0
0 seg;g+ g

Como ¢é imediatamente aparente Ry € uma matriz com um so6 1 em cada linha e coluna porque

Rye; = r'(@¢, onde rjk(g)={

99=9 =9, = k=K

g9=9,9=9 = = '’
Como para qualquer g e G, gg=g see sé se g = g, 0 resultado anterior permite concluir que o caracter
da representagéo regular é

) R JN seg=e
(4-3) X9 =
0 segxe

Como todas as representacdes de dimenséo finita de grupos finitos ou compactos, a representacéo reg-
ular R € COMPLETAMENTE REDUTIVEL, i.e. é possivel encontrar uma matriz A tal que a representacéo
equivalente ﬁg = A‘1RgA seja da forma

U0 ..0 0

oy 0 o0

(4-4) Ry=[i i i
0 0 ...u"o
00 ..0 U’

K~ ~ . P ~ Z o f e .
onde os U™ séo representagoes irredutiveis (ndo necessariamente distintas). Se designarmos por m®
. o . ® R
0 numero de vezes que uma dada representagao irredutivel U~ aparece na representacdo R (i.e. a sua

MULTIPLICIDADE ) podemos ver que

P
(4-5) K@ =Tr[R] =D mxg

s=1
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portanto

<X(S’) XR> _ i m(S) <X(S’) X(S)> _ i m(S) 653' _ m(S')
! g '*g

s=1 s=1

mas por outro lado, relembrando que )((S)(e) = d, (a dimens&o da representacéo) e (4-3), temos

©) 1 () 1 _©
<X ,XR>=N ¥e Xg =5 Xe Xe=d
geG

donde somos for¢cados a reconhecer que m® = dy. Mas entéo (4-5) sera, parag=e

p p
R (5 (9 2
Xe=N=) m e =) d
s=1 s=1
Acabamos de demonstrar o

[TEOREMA DE BURNSIDE]

TEOREMA [4.10]

. . ©® . -
Cada representacéo irredutivel U™ aparece na representacao regular R com uma multipli-
cidade m® igual & sua dimens&o d, e a soma dos quadrados de todas as representa¢des
irredutiveis inequivalentes de G iguala a ordem do grupo

d?+d+...+d’ =N

Significa isso que o espaco de fungdes 7, (G) se decompde em soma directa de sub-espagos ﬁ(k’(G) que
sdo invariantes para a representacdo regular Re que suportam a sua representacgdo irredutivel U, ie.

V" e FX(G),

= (K (p) (k)

Ry" =Uy'¢" < 7©)
Podemos portanto escrever, ¥ ¢ e F,(G)
(4-6) ¢=2,9

de tal forma que

(i) ()

(4-7) 9@ = Ryp)© = > (U ¢")(®
k=1

Por outro lado, ao mudar para a representacéo equivalente R mudamos para uma base de 7,(G) que é

g =Ap =ajp ; (,j=1....N)

J J
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na qual qualquer elemento de 7,(G) se pode decompor
9=19
Nesta base, a expressao da representacdo Ré
99 = Rp© =H©f § @ = o

onde cij = fi ¢j (e). Mas os Unicos elementos 7l ndo-nulos sdo, por (4-4), as entradas das representacdes
irredutiveis U*'. Tendo em conta (4-6) e (4-7), e usando para cada i, a decomposigdo ¢ = fdagp ),
podemos ainda escrever

r r
$(Q = Z ulP(g) fhoa gl (e) = Z Clivayion(g
] —

onde Cgk)a = {2 @Sk)(e). Resumindo:

[SISTEMA ORTOGONAL COMPLETO DE FUNGOES SOBRE G]

TEOREMA 4.11

O conjunto de fungdes constituido pelos elementos matriciais u;s)b das representacdes
irredutiveis inequivalentes u® (s=1,2,...,p)de Géum CONJUNTO COMPLETO nO espago
das fungdes sobre G, i.e. ¥V ¢ € F(G),

p
(@ =, CVu¥@
s=1

__EXEMPLO

O grupo S; tem trés classes de conjugagéo:

Cl = {e} o hl =1
C, =1{(12), (13), (23)} ~h, =3
C; ={(123), (132)} ~ hy=2

Pelo teorema de Burnside, se d; for a dimenséo da i-ésima representacéo irredutivel, deve haver tantas
guanto o nimero de classes de conjugacao (= 3) e entédo

d?2+d2+0d,2=#S,=31=6

A Unica solugéo é d, = d, = 1 e d; = 2. Das rela¢Bes de ortogonalidade entre os caracteres, podemos
reconstruir a tabela de caracteres

s | | & f
X" 1 1 1
@ 1 -1 1
x° 2 0 -1
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[ 2 RELAGAO DE ORTOGONALIDADE]

TEOREMA [4.12]

Dado um grupo G de ordem N, com classes de conjugagdo C,, os caracteres y@,
i=1,2... pdetodas as representacfes irredutiveis de G verificam

(9]

Fa
N 4

P
XUC) XV(Cy) = 6,5
=1

onde c, = #C,.

__DEMONSTRACAO

Se U for uma das representacdes irredutiveis de dimenséo d, de G, defina-se a matriz

S:E Z US)

Xe C(}‘

entdo vé-seque VYye G
S, =ul’s, = s, =2t

avy (e

pelo lema de Schur e a irredutibilidade de U®. Tomando o traco da expressao anterior

R[S |=1d = > x0=cx0cC,)

X€ C,
C .
donde A = a(il)((')(Ca) e
@) _ C_(l 10} 1
Sa - diX (C(x)
Mas entéo o C G
§'s) = 2 B L ic )y y)(C)1 =
o Op ai—ai')(((y)/\((ﬁ)

TN

xX€ C, Y€ Cg z€ C,Cy

n n
! Cc, .
- (O (1)
= E ha[jsy' = E haﬁyé)('((?yﬂ
y=1 y=1 :

onde usamos C,C, = XJ_; h,"C,. Daqui se obtém a seguinte relagéo

n
) 1 ) )

> hexc,) = 3o "C Gy

y=1

pelo que, somando em i

n p p

D hge, > dx(C,) = ¢, > xPCn(Cy)
r=1 i=1

i=1

Recordemos que, para a representacao regular,
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p _ N, sex=e
D dxP00 = xR0 = = xfc,) = NG,
i=1 0, sex+e

pelo que a expressao anterior se simplifica para

p

n
D hy NG, =6 > ¥(C w7 (Cp = N h,,t
y=1 i=1

Contudo, como mostramos em (2-3)

Cn SBCy=C.t

hys' = . e xleh=xtey
0, s=Cz#C,

pelo que se obtém a relagao de ortogonalidade desejada.

[CLASSES E REPRESENTAGCOES IRREDUTIVEIS]

TEOREMA 4.13

O nimero p de representacdes IRREDUTIVEIS INEQUIVALENTES UV de G é IGUAL ao

nimero n de CLASSES DE CONJUGAGAO C, distintas de G.

__ DEMONSTRACAO

Da 1* RELAGAO DE ORTOGONALIDADE com i = j resulta, somando para todas as representacdes irre-

dutiveis inequivalentes de G
n

e oxec,) =p

Z|°

p
i=1 a=1

Da mesma forma, da 2* RELAGAO DE ORTOGONALIDADE com @ = f resulta, somando para todas as

2,

n
=11

classes de conjugacéo
r’eyx"c,)=n

M
Z|L°

5]
1
—

Mas estas duas expressdes séo iguais por troca da ordem de soma, e por isso se concluique p=n. =

As relacdes de ortogonalidade entre caracteres permitem mostrar que

TEOREMA 4.14

Duas representagfes U e U de G s&0 EQUIVALENTES SSE tiverem o mesmo caracter, i.e.
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__DEMONSTRACAO

Se U e U forem redutiveis, entdo s&o completamente redutiveis e

(i1) (1)

U, 0 ...0 0 U, 0 0 0
(ip) (j2)
o U0 o | oy
Ux|: : " : : Ux|: .o :
(ir-1) (js-1)
0 0 ..U, 0, 0 Uy 0,
00 .0 U 00 .0 U

onde os U" sdo irredutiveis que aparecem em U com multiplicidade m® e em U com multiplicidade ®.
(Uma representagcao irredutivel UV que nao apareca em U tem multiplicidade m() = 0).

Se os caracteres de U e U sdo iguais

p
x-¥=0=TrRUI-TR[U] = (M- yP=0 = m=m"
i=1

pela ortogonalidade dos caracteres das irredutiveis y. Isto significa pois que U e U sdo equivalentes a
mesma representacdo onde UY aparece com multiplicidade m® = . ]

Como consequéncia ainda da ortogonalidade podemos escrever a NORMA DO CARACTER de qualquer
. P02 .
representacdo U de G como sendo lly I = (y,x) = X mY*, pelo que mostramos o
i=1

TEOREMA 4.15

Uma representagéo do grupo G é IRREDUTIVEL SSE o seu caracter verificar Iyl = 1.

—_REPRESENTAGAO IRREDUTIVEL DE S;

Procuramos determinar a representacéo irredutivel de dimenséo 2 de S;, 0 menor grupo ndo abeliano, a
gual corresponde ao caracter

X3(6) = x3(Cy) = 2 X3(Cy) = -1 X3(Cy) = 0

E evidente que basta determinar as representacdes matriciais dos geradores do grupo, neste caso as
transposicbes o; = (12)(3), 0, = (1)(23) e 03 = (13)(2). Procurando representagdes unitarias, podemos

a0
U, =

diagonal (porque qualquer matriz unitaria € diagonalizavel) embora UUZ e U% ndo possam ser também

escolher

diagonais. Como o; e C, deve-se ter
(4-8) Xx(op) = TR[UUl] =a+b=0 = b=-a

Unitaridade exige que |a®> = 1, e 0-12 = e significa Uf,1 = Id ou seja @ = 1, donde a = +1 s&o possiveis, mas
as matrizes resultantes sdo equivalentes. Assim escolhemos

10
u, =
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A seguir, dado que o, € Cg, procuramos encontrar outra matriz de trago nulo
a B
U(rz ) [ ]
Y —Qa

aﬁ+ﬁ,8_ -Ba+ay

Unitaridade requer que

ya-— a/,B_ aa+yy
donde se deduz

a _
(4-9) BE=hf=1-laf : B==7

Por outro lado o7 = e C, significa que

2 0
w-| “ Ay —1d
2 0 o+ By

0 que pronuncia, usando (4-9)

(4-10) ﬂ7=l—az=g(l—lalz) = a=a; B=y

(portanto « é real).

Agora 0,0, € C, e x(C,) = -1 donde, usando (4-10) e (4-9),

@ 7 1 . — — 3 —if
(4-11) TR[UWTZ]=TR[_7 a]}:&r:—l = == B=— y=—e
Portanto
1 \/_éew
U = 2 2
[0
Vs 1
2 2
e de o = 0y0,07 7t
1 V3 .,
—_—— __el
U = 2 2
o T
N3 o 1
2 2
Os restantes elementos séo o, = 0y0, € oy = 0;03 donde
1 V3,
_—— _@L
U = 2 2
=
INEDRTIN
2 2
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1 V3 4
.| 2 T
Jg
V3 o 1
2 ¢ 2

O parametro 6 é arbitrario, e a escolha de § = 0 da uma representacéo equivalente. E um facto que
qualquer representacéo irredutivel de S, pode ser escolhida real.

[TEOREMA DE NEUMAN-PETER-WEYL]

TEOREMA [4.16]

Se f(g) é uma funcéo sobre um grupo compacto G tal que IflIg = [_If(@Fdu(@ < o,
entdo f pode ser expandida (no sentido da convergéncia forte em espacos de Hilbert)
em termos das representacdes irredutiveis U® de G como

f@= ),

dp
pelrr ij=1

AP

onde os f‘i’(p) sdo constantes.

Grupo U(1) ~ S'— O grupo formado por transformagdes g, dependentes de um parametro 6 < [0, 2x] e tal
que 9,9y = Os.¢» 94,0, = Oy € @beliano e tem representacgbes irredutiveis unidimensionais
inequivalentes U(p)gg =e'PcompeZ, ie p=0,+1,+2,.... Amedida de Haar em S' é
dy (9y) = df e o grupo € compacto, donde 0 seu volume Q = fsl du (9y) = 2n. As relagdes
de ortogonalidade tomam a forma

2r
_ ® @ _ i PO _—i 6 30 _
Q6pq = f81Ug’: Uggldp(ge) —[) e Ple %0 = 216,

No caso de G = S', o teorema de Peter-Weyl é a decomposicdo em série de Fourier de

(=) fpe®

pez

uma funcgéo periddica

Grupo T!— Para alguns grupos ndo compactos o teorema de Peter-Weyl pode funcionar as vezes,
mas as relagbes de ortogonalidade téem que ser generalizadas. Por exemplo, para
G = T! ~ R, as representagdes irredutiveis sdo UV = ¢/ com A < R, e qualquer fung&o
de quadrado somavel na recta R pode expandir-se como uma transformada de Fourier

f(x)zf Q) e d A
R
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As relacdes de ortogonalidade sdo agora expressas em termos das fungdes-6 de Dirac
como
f VO UM ay = 2260 - 1)
R

Grupo SO(3,R)- No caso do grupo de rotagdes de R3, G = SO(3,R), cada rotacdo pode ser parametrizada

por um eixo de rotacdo n(d, ¢) e um angulo de rotagdo ¢ em torno de n, i.e. um ponto
da esfera de raio n centrada na origem. Pontos antipodais da superficie representam
a mesma rotaco +x n(6, ¢), enquanto ¢ n(f, p)e — e n(b, ¢) correspondem a rotagdes em
sentidos opostos.

O grupo SO(3,R) é conexo mas ndo simplesmente-conexo, porque o caminho fechado y : [0,27] -
SO[3, R}

2sn(6,¢)  s< g
n b 3n
’y[S]= 7TI]1(9+S—§,¢) ES?’SS?
—(2m — 9n(6, ¢) s> —

2
ndo € continuamente contractil para um ponto. (O recobrimento simplesmente-conexo de SO(3,R) é o

grupo SU(2) ~ S$* c R* das matrizes complexas

c
I
—_—

fm S]
QI ™
D ——_

com determinante unitario ).

A realizacdo de SO(n,R) como matrizes ortogonais R'R = RR" = Id___ de determinante +1 mostra que a

nxn
dimenséo deste conjunto de matrizes é

2 _ —
DIM [SO(n,R)] =n2_(n 5 n+n)= nn-1

2

De facto, a condicdo de ortogonalidade por si s6 engloba também rotagbes "impréprias" que incluem
reflexdes, sendo SO(3,R) a parte conexa da identidade do grupo ortogonal O(3,R).

As relacdes de ortogonalidade contéem

1
2
j:l PI(X)P[/(X)dX = m(s”/

para polindmios de Legendre com/, 7/’ eN e

f Ylm(gl ¢)Yl’m’(9! ¢)d/«l(9, ¢) = 51,r6mm,
SZ

para harménicos esféricos comm, m’ = -1, =1+ 1,...,1-1,1.

As representacdes irredutiveis sdo parametrizadas pelo valor da componente z do momento angular L,.
Assim, tendo em conta que o valor do momento angular total é L?|j, m) = j(j + 1)|j,m) e Lj,m) =mj,m)
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comj=0,%,1,%, .., parag=¢n(0,0) = pe, podemos escrever representacées Ug) = ¢ *2 onde

i i S )
X(j)(g) — TR[Ug)] — Z (j,mle”"ﬂj,m) - Z oM = Sin [(J +02)‘P]
m=-—j m=—j sin [5]

Esta formula é valida para qualquer g ja que existe sempre ¢ tal que U;!)ggfl = ¢ e TR [Ué})uf_;)ug ] =

TR’ #L2].

4.5 EXTENSAO DE REPRESENTACOES

O conhecimento de representacdes de subgrupos de um grupo G permite deduzir representacdes de G.
Iremos estudar dois processos para o fazer: o "LEVANTAMENTO" a G de uma representacdo do subgrupo
G/N, quociente de G por um subgrupo normal N, e a "INDUCAO" de uma representacdo de G pela de
um subgrupo qualquer H c G. Muito frequentemente H sera abeliano, caso em que as representagfes
irredutiveis de H sdo os seus caracteres.

[LEVANTAMENTO DE REPRESENTAGCAO]

DEFINICAO [4.17]

Dado um suBGRuUPO normal N de G, se R, : G/N —» AuT[V] fér uma representacéo de
G/N, entao
R:G - AUT[V]
g Ry=R[Ng]

€ uma representacéo de G, dita LEVANTADA de R..

— A representacgdo LEVANTADA de R, € irredutivel se R; o for.

— O caracter da representagdo R diz-se LEVANTADO de y, e tem-se
X (9 = TRIRy] = TRIR,[NG]] = xo(NQ)

— Reciprocamente, se R : G -» AUT[V] é uma representagéo de G com caracter y, entdo os
elementos n  KER[R], i.e. verificando y(n) = y(e) = bIM[V] formam um subgrupo normal
N de G, e Rj[Ng] = R, € a representacao de G/N de que R € LEVANTADA.

[REPRESENTAGCOES INDUZIDAS POR SUBGRUPOS]
) . . #G .
Seja G um grupo finito e H ¢ G um sub-grupo de indice [G: H] =n= vl Dada uma representacéo 0" de

H com suporte num espago vectorial V de dimenséo d, podemos estender g para um mapa em todo o G

U": G- AUT(V)
o = 0 segeH
9 9 ﬁg‘ se geH

n
Escolhido um conjunto TRANSVERSAL qualquer {t,, t,, ...t,} em G/H, deve ter-se G = U Ht;. Entdo
i=1
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DEFINICAO [4.18]

H H H
Vg Upgir - Upge
. 6 | Uyt Upger oo Upger | oo -
As matrizes Uy = | . 204 : 29 : 204" | verificam as condigdes para uma REP-
) H H H
Utngti ' Utnth_ oo Utngtn_ !

G G G
Uy Uy = Uy

RESENTAGAO DE G INDUZIDA peladeH,ie. Vg g G

— Esta representacéo ndo depende da escolha feita para o transversal {tl, ty oo uty)

— O CARACTER INDUZIDO ¥© é o caracter desta representacio, e pode escrever-se

x%(@ = TRIUG] = > x" o™

i=1

__DEMONSTRACAO

(l)—Casog=¢€

Os blocos diagonais de uj séo todos (Ug)ii = U:ai-l = 1, enquanto que os blocos néo
G

diagonais tém de ser nulos porque tit;l ¢ H, e portanto (Up);; = U:ai—l = 0. De facto, se
titj‘1 e H, entdot; « Ht;, 0 que ndo pode ser ja que os t; formam um conjunto TRANSVER-
SAL de G.

(i)—Casog+ e

Set,ggt;! ¢ H entdo, qualquer que seja o t,, uma das afirmagdes t;gt;* ¢ H ou t, gt;* ¢ H
€ verdadeira, porque se ambos pertencessem a H, teriamos tigtr‘ltrgtj‘1 = tigqtj‘1 e H,
em contradicdo com o pressuposto. Portanto,

n
G H H G, G
(Ugy)ij =0 = Z U g 2Oy gt = UgUyg )
r=1

Se tigg’tj‘l e H por outro lado, existe um t tal que t,g « Ht, Mas entéo tsg/t]_—l _
totsH Mt gu't;) < H e portanto

H H H
(4-12) (Ugg)j = Uit = UpgitUige

W
Mas como tgt;t ¢ Hser # s, Ui = 0 e o ultimo termo de (4-12) pode reescrever-se
como um somatorio (no qual todos os termos excepto o de r = ssdo nulos)

n
G H H G, .G
Ug)ij = Z Upge U gt = UgUy);; u
=1
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