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4.1 CARACTERES DE GRUPOS ABELIANOS

[CARACTER LINEAR DUM GRUPO]

DEFINIÇÃO [4.1]

Dado G um grupo qualquer e
�

* =
� � {0} o conjunto de números complexos NÃO-NULOS,

qualquer função Χ : G ®
�

* que verifique

Χ(gg¢) = Χ(g)Χ(g¢)

para todos os g, g¢ Î G designa-se um CARACTER LINEAR do grupo G.
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[UNIDIMENSIONAL]– Um caracter linear é uma REPRESENTAÇÃO UNIDIMENSIONAL do grupo. Con-

versamente, os caracteres de REPRESENTAÇÕES UNIDIMENSIONAIS de grupos,

e em particular TODOS OS CARACTERES DE GRUPOS ABELIANOS são lineares.

[FINITO]– Quando G é FINITO, para algum n e qualquer g Î G tem-se gn = e, pelo que os

caracteres lineares devem verificar

Χ(gn) = Χ(g)n = 1 � |Χ(g)| = 1 � Χ(g)-1 = Χ(g)

[ABELIANO]– Quando G = Xa\ é CÍCLICO de ordem m, os caracteres possíveis são determi-

nados pelo valor escolhido para Χ(a) = m
0

1 = e2 Π i k
m , (k = 0, 1, 2, . . . , m - 1), e

o grupo multiplicativo de todos os caracteres de G, i.e. o grupo DUAL Ĝ, é o

grupo gerado por estas m raízes (complexas) de 1: Ĝ é assim ISOMORFO a G.

[PRODUTO]– Dados dois caracteres lineares Χ1 e Χ2 de grupos G1 e G2, então podemos

formar um caracter Χ̃ do produto directo G̃ = G1 ´ G2 através de

Χ̃(g1, g2) = Χ1(g1)Χ2(g2)

[ABELIANO]– No caso de G1 e G2 ABELIANOS, e dado que existem tantos caracteres Χ̃

quanto elementos de ˆ̃G = Ĝ1 ´ Ĝ2, verifica-se o isomorfismo ˆ̃G > G̃. Um

teorema geral afirma que qualquer grupo FINITO ABELIANO é produto directo de

grupos CÍCLICOS, pelo que este resultado se generaliza a Ĝ > G para qualquer

grupo G nestas condições.

[ABELIANO]– O BI-DUAL ˆ̂G dum grupo abeliano G é naturalmente isomorfo a este, ˆ̂G > G,

através da escolha de uma "base" de subgrupos cíclicos de G.

TEOREMA [4.2]

Os caracteres de um grupo ABELIANO G formam uma base ORTOGONAL do espaço

vectorial F � (G) das funções de valor complexo em G.

DEMONSTRAÇÃO

Se Χ
1

e Χ
2

são dois caracteres diferentes de G, então Χ1(g
¢)Χ2(g

¢) =
Χ1(g

¢)

Χ
2
(g¢)
¹ 1 para algum g¢ Î G, pelo que

â
g Î G

Χ1(g)Χ2(g) = â
g Î G

Χ1(g
¢g)Χ2(g

¢g) = Χ1(g
¢)Χ2(g

¢)â
g Î G

Χ1(g)Χ2(g)

J1 - Χ1(g
¢)Χ2(g

¢)N â
g Î G

Χ1(g)Χ2(g) = 0

donde se conclui que

ZΧ
2
, Χ

1
^ = 1
o[G]

â
g Î G

Χ1(g)Χ2(g) = 0

Pelo mesmo argumento se mostra que, para qualquer caracter não trivial Χ ¹ 1 de G,

â
g Î G

Χ(g) = 0
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[OPERADORES DE PROJECÇÃO]

DEFINIÇÃO [4.3]

Dada uma representação R : G ® V� dum grupo abeliano finito num espaço vectorial

complexo V� , a cada caracter Χ
i

corresponde um operador

PΧ =
1
o[G]

â
g Î G

Χ(g) Rg

designado OPERADOR DE PROJECÇÃO porque verifica as condições:

III.3 - i . P2
Χ = PΧ para " Χ Î Ĝ.

III.3 - ii . PΧ
1

PΧ
2
= PΧ

2
PΧ

1
= 0 sempre que Χ

1
¹ Χ

2

III.3 - iii . â
Χ ÎĜ

PΧ = I

III.3 - iv . RgPΧ = Χ(g) PΧ para qualquer g Î G, Χ Î Ĝ

– De (III.3 - iv) podemos concluir que, para qualquer Ψ Î V� , ΨΧ = PΧΨ é um vector próprio

da representação, RgΨΧ = Χ(g)ΨΧ. Os sub-espaços PΧV� são assim invariantes para a

representação R, e V� é uma soma directa destes sub-espaços quando Χ Î Ĝ.

– De (III.3 - iii) segue-se que podemos escrever qualquer Ψ Î V� como Ψ = â
Χ ÎĜ

ΨΧ.

– Esta decomposição de R em componentes irredutíveis agindo em sub-espaços disjuntos

PΧV� designa-se DECOMPOSIÇÃO CENTRAL ou DECOMPOSIÇÃO CANÓNICA em "primários"

disjuntos.

4.2 CARACTERES DE GRUPOS NÃO-ABELIANOS

Para grupos finitos não-abelianos é possivel generalizar a noção de caracter e o seu papel na decom-

posição de representações, mas a determinação de Ĝ é bastante mais complexa.

[CARACTER DUMA REPRESENTAÇÃO DUM GRUPO]

DEFINIÇÃO [4.4]

Dada uma representação R de um grupo G, o TRAÇO da matrizes Rg da representação

determinam uma função sobre G

Χ : G® AUT(V )
g# Χ(g) = TR ARgE

designada o CARACTER DA REPRESENTAÇÃO R.
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– O caracter duma representação unidimensional é LINEAR.

– O caracter de uma representação irredutível designa-se SIMPLES.

– O caracter de uma representação redutível chama-se COMPOSTO.

TEOREMA [4.5]

Duas representações equivalentes R e R̃ = S R S-1 têm o mesmo caracter, i.e. Χ(g) = Χ̃(g).

Isto porque TR [A B] = TR [B A] em geral, pelo que

Χ(g) = TR ARgE = TR AS R̃gS-1E = TR AS-1S R̃gE = TR A R̃gE = Χ(g̃)

TEOREMA [4.6]

O caracter Χ de uma representação de G é uma FUNÇÃO DE CLASSE Χ(CΑ) em G, i.e. é

constante sobre cada classe de conjugação CΑ de G.

Se g e g¢ pertencem à mesma classe CΑ, então existe g̃ Î G tal que g¢ = g̃g g̃-1. Pelos mesmos argumentos

que anteriormente,

Χ(g¢) = TR ARg¢ E = TR AR g̃RgR-1
g̃ E = TR AR-1

g̃ R g̃RgE = TRARgE = Χ(g)

TEOREMA [4.7]

Se G é um grupo AMBIVALENTE de dimensão finita (ou de Lie compacto), então o caracter

Χ duma representação qualquer de G é REAL, i.e.

Χ(g) = Χ(g) Î
�

, " g Î G

Dado que qualquer representação R dum grupo finito ou compacto é equivalente a uma

unitária U, e que qualquer matriz unitária verifica U-1 = UÖ então, como TR AATE = TR [A],
tem-se

Χ(g-1) = TR AU-1
g E = TR AUÖgE =Χ(g)

Num grupo ambivalente, cada classe verifica CΑ º C
-1
Α , pelo que Χ(CΑ) = Χ(C

-1
Α ) =Χ(CΑ).

EXEMPLO: O grupo diédrico Dn = Xa, b\ com a2 = bn = e, bab = a é ambivalente finito, donde todos

os seus caracteres são reais. De facto

a-1 = a = e-1a e � a-1
R a

b-1 = a b a = a-1b a � b-1R b

b-m = (a-1b a)
m
= a-1bm a � b-m

R bm

(abm)-1 = b-ma-1 = e-1abme � (abm)-1
R abm
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4.3 RELAÇÕES DE ORTOGONALIDADE

Defina-se em F � (G) um produto escalar

XΦ,Ψ\ = 1
N
â
gÎG

Φ(g) Ψ(g)

onde N = #G designa o número de elementos de G. No caso de grupos infinitos, onde a noção de MEDIDA

INVARIANTE Μ existe (G grupo topológico, localmente compacto) e a medida do grupo W = Μ(G) é finita (G

compacto), pode-se ainda definir um produto escalar idêntico

XΦ,Ψ\ = 1
W à

G

Φ(g) Ψ(g) âΜ(g)

[SISTEMA ORTOGONAL COMPLETO DE FUNÇÕES SOBRE G]

LEMA [4.8]

As entradas u
(k)

i j (g) das matrizes U
(k)

g associadas a representações IRREDUTÍVEIS de di-

mensão dk de G são funções de F � (G) MÚTUAMENTE ORTOGONAIS, i.e.

Zu(k1 )

i j , u
(k2 )

rs ^ = 1
dk1

∆ir∆ js∆
k1k2

Usando uma matriz ARBITRÁRIA B Î L(V(k1)
,V(k2)

) constrói-se

T = â
g Î G

U
(k2 )

g-1 B U
(k1 )

g

Mas então, se U
(k1 ) e U

(k2 ) forem representações IRREDUTÍVEIS INEQUIVALENTES,

T U
(k1 )

g¢ = U
(k2 )

g¢ T Þ T = 0 (Lema de Schur I)

Dado que B é completamente arbitrário,

tr j = â
g Î G

u
(k2 )

rs (g
-1)u

(k1 )

i j
(g) bsi = 0 Þ â

g Î G

u
(k2 )

sr (g) u
(k1 )

i j
(g) = 0

ou seja

(4-1) Zu(k2 )

rs , u
(k1)

i j
^ = 0 se U

(k1 )

N U
(k2 )

Por outro lado, se U
(k1 )

= U
(k2 ) , (k1 = k2 = k) e o outro Lema de Schur aplicado a

T U
(k)

g¢ = U
(k)

g¢ T Þ T = Λ 1 (Lema de Schur II)

onde Λdk = N TR [B]. Então, de T -
N
dk

TR [B] 1 = 0 obtém-se

tr j -
N
dk

TR [B] ∆r j =
æççççç
è
â

g Î G

u
(k)

rs(g
-1) u

(k)

i j
(g) -

N
dk1

∆si∆r j

ö÷÷÷÷÷
ø

bsi = 0

ou seja

â
g Î G

u
(k)

sr(g) u
(k)

i j
(g) =

N
dk1

∆si∆r j

ou

(4-2) Zu(k)sr , u
(k)

i j
^ = 1

dk

∆is∆ jr

Em suma, podemos escrever simultâneamente (4-2) e (4-1) como Zu(k2 )

sr , u
(k1)

i j ^ = 1
dk1

∆si ∆r j ∆
k1k2 . à
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[ 1A RELAÇÃO DE ORTOGONALIDADE]

TEOREMA [4.9]

Sejam Χ(1), Χ(2), . . .Χ(p) os caracteres de todas as representações irredutíveis de G. Estes

caracteres obedecem às relações de ortogonalidade

YΧ(i), Χ( j)] = 1
N
â

g Î G

Χ(i)(g) Χ( j)(g) = ∆ i j

DEMONSTRAÇÃO

Para a demonstração vamos usar a expressão anterior e, contraindo nos índices apropriados

∆i j∆rs Zu(k2 )

sr , u
(k1)

i j ^ = æçççç
è

1
dk1

∆i j∆si∆r j∆
rs
ö÷÷÷÷
ø
∆k1k2 � Zu(k2 )

s
s, u

(k1 )

i
i^ = æçççç
è

1
dk1

∆s
s

ö÷÷÷÷
ø
∆k1k2

obtemos a desejada ortogonalidade entre caracteres ZΧ(k2 ) , Χ
(k1 )^ = ∆k1k2 . à

– Como Χ(i)(x) = Χ(i)(y) se x, y Î CΑ, e designando por cΑ = #CΑ, teremos N = #G =
nÚ
Α=1

cΑ e

as relações de ortogonalidade escrevem-se também

1
N

n

â
Α=1

cΑΧ
(i)(CΑ) Χ

( j)(CΑ) = ∆
i j

– Estas relações podem ser vistas como condições de ortonormalidade para um sistema

de p vectores Ξ(i), (i = 1, 2, . . . , p), num espaço vectorial de dimensão n onde

Ξ(i) =
10
N

æçççççççççççççççççççççççç
è

0
c1 Χ

(i)(C1)

0
c2 Χ

(i)(C2)

¶

0
cn Χ

(i)(Cn)

ö÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷
ø

Não podendo haver mais vectores ortogonais (o que implica linearmente independentes)

do que a dimensão do espaço em que se definem, imediatamente vemos que p £ n, ou

seja

C o número p de representações
irredutíveis inequivalentes de G G £ C o número n de classes de

conjugação distintas de G G
De facto, iremos provar que estes dois números são iguais!

4.4 REPRESENTAÇÃO REGULAR

Dado um grupo G existe sempre pelo menos uma representação, denominada REPRESENTAÇÃO REGULAR

de G, que é uma representação R : G ® AUT IF � (G)M no espaço vectorial das funções de G num corpo K, e
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é definida da seguinte forma: a cada elemento g Î G faz-se corresponder o operador linear

Rg : F � (G) ® F � (G)
Φ # RgΦ : G® K

g¢ # (RgΦ)(g
¢) = Φ(g¢g)

Para verificar que R é uma representação, basta observar que, quaisquer que sejam Φ Î F � (G) e g, g¢, g¢¢ Î G,

se tem

(Rg(Rg¢Φ))(g
¢¢) = (Rg¢Φ)(g

¢¢g) = Φ(g¢¢gg¢) = (Rgg¢Φ)(g
¢¢)

i.e., como Φ é arbitrário,

RgëRg¢ = Rgg¢

No caso de GRUPOS FINITOS podemos ir mais longe e explicitar esta representação em forma de matrizes

N ´ N. Basta fazer notar que, num grupo com N elementos {g1, g2, . . . , gN}, existe uma base natural para o

espaço F � (G) e que consiste nas funções

j j(g) = ;1 se g = g j

0 se g ¹ g j

Podemos então explicitar R pela sua acção nos vectores desta base

Rgj j = rk
j(g)jk onde rk

j (g) =
ìïïïíïïï
î

1 se g jg = gk

0 se g jg ¹ gk

Como é imediatamente aparente Rg é uma matriz com um só 1 em cada linha e coluna porque

g
j
g = g

k
= g

k¢
Þ k = k ¢

g
j
g = g

j¢
g = g

k
Þ j = j ¢

Como para qualquer g
i
Î G, g

i
g = g

i
se e só se g = e, o resultado anterior permite concluir que o caracter

da representação regular é

(4-3) ΧR(g) =
ìïïïíïïï
î

N se g = e

0 se g ¹ e

Como todas as representações de dimensão finita de grupos finitos ou compactos, a representação reg-

ular R é COMPLETAMENTE REDUTÍVEL, i.e. é possível encontrar uma matriz A tal que a representação

equivalente R̃g = A-1RgA seja da forma

(4-4) R̃g =

æççççççççççççççççççç
è

U
(i1 )

g 0 . . . 0 0
0 U

(i2 )

g . . . 0 0
¶ ¶ ¸ ¶ ¶

0 0 . . . U
(ir-1)

g 0
0 0 . . . 0 U

(ir )

g

ö÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷
ø

onde os U
(ik ) são representações irredutíveis (não necessáriamente distintas). Se designarmos por m(s)

o número de vezes que uma dada representação irredutível U
(s)

aparece na representação R̃ (i.e. a sua

MULTIPLICIDADE ) podemos ver que

(4-5) ΧR(g) = TR AR̃gE =
p

â
s=1

m
(s)
Χ
(s)
g
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portanto

ZΧ(s¢) , ΧR^ = p

â
s=1

m
(s) ZΧ(s¢)g , Χ

(s)
g ^ =

p

â
s=1

m
(s)
∆

ss¢
= m

(s¢)

mas por outro lado, relembrando que Χ
(s)
(e) = ds (a dimensão da representação) e (4-3), temos

ZΧ(s¢), ΧR^ = 1
N
â
g Î G

Χ
(s¢)
g Χ

R
g =

1
N
Χ
(s¢)
e Χ

R
e = ds¢

donde somos forçados a reconhecer que m
(s¢)
= ds¢ . Mas então (4-5) será, para g = e

ΧR
e = N =

p

â
s=1

m
(s)
Χ
(s)
e =

p

â
s=1

ds
2

Acabámos de demonstrar o

[TEOREMA DE BURNSIDE]

TEOREMA [4.10]

Cada representação irredutível U
(s)

aparece na representação regular R com uma multipli-

cidade m(s) igual á sua dimensão ds e a soma dos quadrados de todas as representações

irredutíveis inequivalentes de G iguala a ordem do grupo

d1
2 + d2

2 + . . . + dp
2 = N

Significa isso que o espaço de funções F � (G) se decompõe em soma directa de sub-espaços F̃
(ik )
� (G) que

são invariantes para a representação regular R̃ e que suportam a sua representação irredutível U
(ik ) , i.e.

" Φ
(ik )
Î F̃

(ik )
� (G),

R̃gΦ
(ik )
= U

(ik )

g Φ
(ik )

Î F̃
(ik )
� (G)

Podemos portanto escrever, " Φ Î F � (G)

(4-6) Φ =
r

â
k=1

Φ
(ik )

de tal forma que

(4-7) Φ(g) = (R̃gΦ)(e) =
r

â
k=1

(U
(ik )

g Φ
(ik )
)(e)

Por outro lado, ao mudar para a representação equivalente R̃ mudamos para uma base de F � (G) que é

j̃
j
= A j

j
= ai

j ji
; (i, j = 1, . . . , N)
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na qual qualquer elemento de F � (G) se pode decompôr

Φ = f̃ j j̃
j

Nesta base, a expressão da representação R̃ é

Φ(g) = (R̃gΦ)(e) = r̃
j
i (g) f̃ i j̃

j
(e) = ci

j r̃
j
i (g)

onde ci
j = f̃ i j̃

j
(e). Mas os únicos elementos r̃

j
i não-nulos são, por (4-4), as entradas das representações

irredutíveis U
(ik ) . Tendo em conta (4-6) e (4-7), e usando para cada ik a decomposição Φ(ik) = f̃ (ik)a j̃ (ik)a ,

podemos ainda escrever

Φ(g) =
r

â
k=1

u(ik)
a

b(g) f̃ (ik )a j̃(ik)
b
(e) =

r

â
k=1

C(ik)
b

au(ik)
a

b(g)

onde C(ik)
b

a = f̃
(ik)a j̃(ik)

b
(e). Resumindo:

[SISTEMA ORTOGONAL COMPLETO DE FUNÇÕES SOBRE G]

TEOREMA 4.11

O conjunto de funções constituído pelos elementos matriciais u(s)
a

b das representações

irredutíveis inequivalentes U
(s)

(s = 1, 2, . . . , p) de G é um CONJUNTO COMPLETO no espaço

das funções sobre G, i.e. " Φ Î F � (G),

Φ(g) =
p

â
s=1

C(s)
i

ju(s)
i

j(g)

EXEMPLO

O grupo S3 tem três classes de conjugação:

C1 = {e} � h1 = 1
C2 = {(12), (13), (23)} � h2 = 3
C3 = {(123), (132)} � h3 = 2

Pelo teorema de Burnside, se di for a dimensão da i-ésima representação irredutível, deve haver tantas

quanto o número de classes de conjugação (= 3) e então

d1
2 + d2

2 + d3
2 = #S3 = 3! = 6

A única solução é d1 = d2 = 1 e d3 = 2. Das relações de ortogonalidade entre os caracteres, podemos

reconstruir a tabela de caracteres

S3 C
(1)
1 C

(3)
2 C

(2)
3

Χ(1) 1 1 1

Χ(2) 1 -1 1

Χ(3) 2 0 -1
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[ 2A RELAÇÃO DE ORTOGONALIDADE]

TEOREMA [4.12]

Dado um grupo G de ordem N, com classes de conjugação CΑ, os caracteres Χ(i),

i = 1, 2 . . . p de todas as representações irredutíveis de G verificam

cΑ
N

p

â
i=1

Χ (i)(CΑ) Χ
(i)(CΒ) = ∆ΑΒ

onde cΑ = #CΑ.

DEMONSTRAÇÃO

Se U(i) for uma das representações irredutíveis de dimensão di de G, defina-se a matriz

S
(i)

Α º â
x Î CΑ

U(i)x

então vê-se que " y Î G

S
(i)

ΑU(i)y = U(i)y S
(i)

Α � S
(i)

Α = Λ 1

pelo lema de Schur e a irredutibilidade de U(i). Tomando o traço da expressão anterior

TR B S
(i)

Α F = Λ di = â
x Î CΑ

Χ(i)(x) = cΑΧ
(i)(CΑ)

donde Λ =
cΑ
di
Χ(i)(CΑ) e

S
(i)

Α =
cΑ
di

Χ(i)(CΑ) 1

Mas então
S
(i)

Α S
(i)

Β =
cΑ
di

cΒ
di
Χ(i)(CΑ) Χ

(i)(CΒ)1 =

= â
x Î CΑ

U(i)x â
y Î CΒ

U(i)y = â
z Î CΑCΒ

U(i)z =

=
n

â
Γ=1

hΑΒ
Γ S(i)Γ =

n

â
Γ=1

hΑΒ
Γ

cΓ
di

Χ(i)(CΓ) 1

onde usámos CΑCΒ = Ún
Γ=1 hΑΒ

Γ
CΓ. Daqui se obtém a seguinte relação

n

â
Γ=1

hΑΒ
ΓcΓΧ

(i)(CΓ) =
1
di

cΑcΒΧ
(i)(CΑ)Χ

(i)(CΒ)

pelo que, somando em i
n

â
Γ=1

hΑΒ
ΓcΓ

p

â
i=1

diΧ
(i)(CΓ) = cΑcΒ

p

â
i=1

Χ(i)(CΑ)Χ
(i)(CΒ)

Recordemos que, para a representação regular,
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p

â
i=1

di Χ
(i)(x) = ΧR(x) =

ìïïïíïïï
î

N, se x = e

0, se x ¹ e
� ΧR(CΑ) = N∆Α1

pelo que a expressão anterior se simplifica para

n

â
Γ=1

hΑΒ
ΓcΓN ∆Γ1 = cΑcΒ

p

â
i=1

Χ(i)(CΑ)Χ
(i)(CΒ) = N hΑΒ

1

Contudo, como mostrámos em (2-3)

hΑΒ
1 =

ìïïïíïïï
î

cΑ, se CΒ = C
-1
Α

0 , se CΒ ¹ C
-1
Α

e Χ(i)(C-1
Α ) =Χ

(i)(CΑ)

pelo que se obtém a relação de ortogonalidade desejada. à

[CLASSES E REPRESENTAÇÕES IRREDUTÍVEIS]

TEOREMA 4.13

O número p de representações IRREDUTÍVEIS INEQUIVALENTES U(i) de G é IGUAL ao

número n de CLASSES DE CONJUGAÇÃO CΑ distintas de G.

DEMONSTRAÇÃO

Da 1A RELAÇÃO DE ORTOGONALIDADE com i = j resulta, somando para todas as representações irre-

dutíveis inequivalentes de G
p

â
i=1

n

â
Α=1

cΑ
N
Χ (i)(CΑ) Χ

(i)(CΑ) = p

Da mesma forma, da 2A RELAÇÃO DE ORTOGONALIDADE com Α = Β resulta, somando para todas as

classes de conjugação
n

â
Α=1

p

â
i=1

cΑ
N
Χ (i)(CΑ) Χ

(i)(CΑ) = n

Mas estas duas expressões são iguais por troca da ordem de soma, e por isso se conclui que p = n. à

As relações de ortogonalidade entre caracteres permitem mostrar que

TEOREMA 4.14

Duas representações U e Ũ de G são EQUIVALENTES SSE tiverem o mesmo caracter, i.e.

Χ = Χ̃ � U > Ũ
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DEMONSTRAÇÃO

Se U e Ũ forem redutíveis, então são completamente redutíveis e

U >

æççççççççççççççççççç
è

U
(i1 )

g 0 . . . 0 0
0 U

(i2 )

g . . . 0 0
¶ ¶ ¸ ¶ ¶

0 0 . . . U
(ir-1 )

g 0
0 0 . . . 0 U

(ir )

g

ö÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷
ø

Ũ >

æççççççççççççççççççç
è

U
( j1 )

g 0 . . . 0 0
0 U

( j2 )

g . . . 0 0
¶ ¶ ¸ ¶ ¶

0 0 . . . U
( js-1 )

g 0
0 0 . . . 0 U

( js )

g

ö÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷
ø

onde os U
(i)

são irredutíveis que aparecem em U com multiplicidade m(i) e em Ũ com multiplicidade m̃(i).

(Uma representação irredutível U( j) que não apareça em U tem multiplicidade m( j) = 0).

Se os caracteres de U e Ũ são iguais

Χ - Χ̃ = 0 = TR [U] - TR AŨE Þ
p

â
i=1

Im(i) - m̃(i)M Χ(i) = 0 Þ m(i) = m̃(i)

pela ortogonalidade dos caracteres das irredutíveis Χ(i). Isto significa pois que U e Ũ são equivalentes à

mesma representação onde U(i) aparece com multiplicidade m(i) = m̃(i). à

Como consequência ainda da ortogonalidade podemos escrever a NORMA DO CARACTER de qualquer

representação U de G como sendo ü Χ ü2 = (Χ, Χ) = pÚ
i=1

m(i)
2, pelo que mostrámos o

TEOREMA 4.15

Uma representação do grupo G é IRREDUTÍVEL SSE o seu caracter verificar üΧü2 = 1.

REPRESENTAÇÃO IRREDUTÍVEL DE S3

Procuramos determinar a representação irredutível de dimensão 2 de S3, o menor grupo não abeliano, a

qual corresponde ao caracter

Χ3(e) = Χ3(C1) = 2 ; Χ3(C2) = -1 ; Χ3(C3) = 0

É evidente que basta determinar as representações matriciais dos geradores do grupo, neste caso as

transposições Σ1 = (12)(3), Σ2 = (1)(23) e Σ3 = (13)(2). Procurando representações unitárias, podemos

escolher

UΣ1
=
æçççççç
è

a 0

0 b

ö÷÷÷÷÷÷
ø

diagonal (porque qualquer matriz unitária é diagonalizável) embora UΣ2
e UΣ3

não possam ser também

diagonais. Como Σ1 Î C3 deve-se ter

(4-8) Χ(Σ1) = TR[UΣ1
] = a + b = 0 � b = -a

Unitaridade exige que |a|2 = 1, e Σ2
1
= e significa U2

Σ1
= Id ou seja a2 = 1, donde a = ±1 são possíveis, mas

as matrizes resultantes são equivalentes. Assim escolhemos

UΣ1
=
æçççççç
è

1 0

0 -1

ö÷÷÷÷÷÷
ø
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A seguir, dado que Σ2 Î C3, procuramos encontrar outra matriz de traço nulo

UΣ2
=
æççççççç
è

Α Β

Γ -Α

ö÷÷÷÷÷÷÷
ø

Unitaridade requer que

UÖΣ2
UΣ2
=

æçççççççççç
è

Α Α + ΒΒ -Β Α + ΑΓ

Γ Α - ΑΒ Α Α + ΓΓ

ö÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷
ø

= Id

donde se deduz

(4-9) |Β|2 = |Γ|2 = 1 - |Α|2 ; Β =
Α
Α
Γ

Por outro lado Σ2
2 = e Î C1 significa que

U2
Σ2
=
æçççççç
è

Α2 + Β Γ 0

0 Α2 + Β Γ

ö÷÷÷÷÷÷
ø

= Id

o que pronuncia, usando (4-9)

(4-10) Β Γ = 1 - Α2 =
Α
Α
(1 - |Α|2) � Α = Α ; Β =Γ

(portanto Α é real).

Agora Σ1Σ2 Î C2 e Χ(C2) = -1 donde, usando (4-10) e (4-9),

(4-11) TR[UΣ1Σ2
] = TR

éêêêêêêêêêêêë

æçççççç
è

Α Γ

-Γ Α

ö÷÷÷÷÷÷
ø

ùúúúúúúúúúúúû

= 2Α = -1 � Α = -
1
2
; Β =

0
3

2
ãä Θ ; Γ =

0
3

2
ã-ä Θ

Portanto

UΣ2
=

æçççççççççççççççç
è

-
1
2

0
3

2
ãä Θ

0
3

2
ã-ä Θ

1
2

ö÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷
ø

e de Σ3 = Σ1Σ2Σ1
-1

UΣ3
=

æçççççççççççççççç
è

-
1
2

-

0
3

2
ãä Θ

-

0
3

2
ã-ä Θ

1
2

ö÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷
ø

Os restantes elementos são Σ4 = Σ1Σ2 e Σ5 = Σ1Σ3 donde

UΣ4
=

æçççççççççççççççç
è

-
1
2

0
3

2
ãä Θ

-

0
3

2
ã-ä Θ -

1
2

ö÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷
ø
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e

UΣ5
=

æçççççççççççççççç
è

-
1
2

-

0
3

2
ãä Θ

0
3

2
ã-ä Θ -

1
2

ö÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷
ø

O parâmetro Θ é arbitrário, e a escolha de Θ = 0 dá uma representação equivalente. É um facto que

qualquer representação irredutível de Sn pode ser escolhida real.

[TEOREMA DE NEUMAN-PETER-WEYL]

TEOREMA [4.16]

Se f (g) é uma função sobre um grupo compacto G tal que ü f ü2G = Ù G
| f (g)|2âΜ(g) < ¥,

então f pode ser expandida (no sentido da convergência forte em espaços de Hilbert)

em termos das representações irredutíveis U(p) de G como

f (g) = â
p Î Irr

dp

â
i, j=1

f̂
j

i
(p) u(p)

j
i(g)

onde os f̂
j

i
(p) são constantes.

Grupo U(1) > S1– O grupo formado por transformações gΘ dependentes de um parâmetro Θ Î [0, 2Π] e tal

que gΘgΘ¢ = gΘ+Θ¢ , gΘ+2Π = gΘ é abeliano e tem representações irredutíveis unidimensionais

inequivalentes U(p)gΘ = ã
ä p Θ com p Î Z, i.e. p = 0,±1,±2,¼. A medida de Haar em S1 é

âΜ (gΘ) = âΘ e o grupo é compacto, donde o seu volume W = Ù S1 âΜ (gΘ) = 2Π. As relações

de ortogonalidade tomam a forma

W∆p q = à
S1

U(p)gΘ
U
(q)
g-1
Θ
âΜ(g

Θ
) = à

2Π

0
ãä p Θã-ä q ΘâΘ = 2Π ∆p q

No caso de G = S1, o teorema de Peter-Weyl é a decomposição em série de Fourier de

uma função periódica

f (Θ) = â
p Î Z

f̂p ã
äp Θ

Grupo T1– Para alguns grupos não compactos o teorema de Peter-Weyl pode funcionar às vezes,

mas as relações de ortogonalidade têem que ser generalizadas. Por exemplo, para

G = T1 > R+as representações irredutíveis são U(Λ)
x
= ãä Λx com Λ Î R, e qualquer função

de quadrado somável na recta R pode expandir-se como uma transformada de Fourier

f (x) = à
R

f̂(Λ) ãä Λx â Λ
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As relações de ortogonalidade são agora expressas em termos das funções-∆ de Dirac

como

à
R

U(Λ)x U(Λ
¢)
x âx = 2Π ∆(Λ - Λ¢)

Grupo SO(3,R)– No caso do grupo de rotações de R3, G = SO(3,R), cada rotação pode ser parametrizada

por um eixo de rotação n(Θ, Φ) e um ângulo de rotação j em torno de n, i.e. um ponto

da esfera de raio Π centrada na origem. Pontos antipodais da superfície representam

a mesma rotação ±Π n(Θ, Φ), enquanto jn(Θ, Φ)e -jn(Θ, Φ) correspondem a rotações em

sentidos opostos.

O grupo SO(3,R) é conexo mas não simplesmente-conexo, porque o caminho fechado Γ : [0, 2Π] ®

SO[3,
�
]:

Γ[s] =

ìïïïïïïïíïïïïïïï
î

2sn(Θ, Φ) s <
Π

2
Πn JΘ + s -

Π

2
, ΦN Π

2
£ s £

3Π
2

-(2Π - s)n(Θ, Φ) s >
3Π
2

não é contínuamente contráctil para um ponto. (O recobrimento simplesmente-conexo de SO(3,R) é o

grupo SU(2) > S3 Ì R4 das matrizes complexas

U =
æçççççç
è

Α Β

-Β Α

ö÷÷÷÷÷÷
ø

com determinante unitário ).

A realização de SO(n,R) como matrizes ortogonais RTR = R RT = Idn´n de determinante +1 mostra que a

dimensão deste conjunto de matrizes é

DIM [SO(n,R)] = n2 - Kn2 - n
2
+ nO = n(n - 1)

2

De facto, a condição de ortogonalidade por si só engloba também rotações "impróprias" que incluem

reflexões, sendo SO(3,R) a parte conexa da identidade do grupo ortogonal O(3,R).

As relações de ortogonalidade contêem

à
1

-1
P
l
(x)P

l ¢
(x)âx =

2
2l + 1

∆
l l ¢

para polinómios de Legendre com l, l ¢ Î N e

à
S2

Ylm(Θ, Φ)Yl ¢m ¢ (Θ, Φ)âΜ(Θ, Φ) = ∆l l ¢∆mm ¢

para harmónicos esféricos com m, m ¢ = -l, -l + 1,¼, l - 1, l.

As representações irredutíveis são parametrizadas pelo valor da componente z do momento angular Lz.

Assim, tendo em conta que o valor do momento angular total é L2| j, m \ = j( j + 1)| j, m \ e Lz| j, m \ = m| j, m \
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com j = 0, 1
2 , 1, 3

2 ,¼, para g = jn(0, 0) º j ãz, podemos escrever representações U( j)g = ã
ä j Lz onde

Χ( j)(g) = TR AU( j)g E =
j

â
m=- j

X j, m | ãä j Lz | j, m\ = j

â
m=- j

ãä jm =
sin AI j + 1

2 MjE
sin A Θ2 E

Esta fórmula é válida para qualquer g já que existe sempre g¢ tal que U
( j)
g¢gg¢-1 = ãä j Lz e TR CU( j)g¢ U( j)g U

( j)
g¢ G =

TR[ãä j Lz].

4.5 EXTENSÃO DE REPRESENTAÇÕES

O conhecimento de representações de subgrupos de um grupo G permite deduzir representações de G.

Iremos estudar dois processos para o fazer: o "LEVANTAMENTO" a G de uma representação do subgrupo

G/N, quociente de G por um subgrupo normal N, e a "INDUÇÃO" de uma representação de G pela de

um subgrupo qualquer H Ì G. Muito frequentemente H será abeliano, caso em que as representações

irredutíveis de H são os seus caracteres.

[LEVANTAMENTO DE REPRESENTAÇÃO]

DEFINIÇÃO [4.17]

Dado um SUBGRUPO normal N de G, se Ro : G/N ® AUT[V ] fôr uma representação de

G/N, então
R : G ® AUT[V ]

g # Rg = Ro[Ng]

é uma representação de G, dita LEVANTADA de Ro.

– A representação LEVANTADA de Ro é irredutível se Ro o fôr.

– O caracter da representação R diz-se LEVANTADO de Χo e tem-se

Χ(g) = TR[Rg] = TR[Ro[Ng]] = Χo(Ng)

– Recíprocamente, se R : G ® AUT[V ] é uma representação de G com caracter Χ, então os

elementos n Î KER[R], i.e. verificando Χ(n) = Χ(e) = DIM[V ] formam um subgrupo normal

N de G, e Ro[Ng] = Rg é a representação de G/N de que R é LEVANTADA.

[REPRESENTAÇÕES INDUZIDAS POR SUBGRUPOS]

Seja G um grupo finito e H Ì G um sub-grupo de índice [G : H] = n =
#G
#H

. Dada uma representação ŨH
de

H com suporte num espaço vectorial V de dimensão d, podemos estender ŨH
para um mapa em todo o G

U
H
: G® AUT(V )

g# U
H

g = ;0 se g /Î H

ŨH
g se g Î H

Escolhido um conjunto TRANSVERSAL qualquer 9t1, t2, . . . tn= em G/H, deve ter-se G =
n
Ç
i=1

H ti. Então
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DEFINIÇÃO [4.18]

As matrizes U
G

g =

æççççççççççççççç
è

U
H

t1gt-1
1

U
H

t1gt-1
2

. . . U
H

t1gt-1
n

U
H

t2gt-1
1

U
H

t2gt-1
2

. . . U
H

t2gt-1
n

¶ ¶ ¸ ¶

U
H

tngt-1
1

U
H

tngt-1
2

. . . U
H

tngt-1
n

ö÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷
ø

verificam as condições para uma REP-

RESENTAÇÃO DE G INDUZIDA pela de H, i.e. " g, g¢ Î G

ìïïïïíïïïï
î

U
G

g U
G

g¢ = U
G

gg¢

U
G

e = 1

– Esta representação não depende da escolha feita para o transversal 9t1, t2, . . . , tn=
– O CARACTER INDUZIDO ΧG é o caracter desta representação, e pode escrever-se

ΧG(g) = TR[U
G

g ] =
n

â
i=1

ΧH(tigt-1
i )

DEMONSTRAÇÃO

(i) – Caso g = e:

Os blocos diagonais de U
G

e são todos (U
G

e )ii = U
H

tiet-1
i
= 1, enquanto que os blocos não

diagonais têm de ser nulos porque tit
-1
j /Î H, e portanto (U

G

e )i j = U
H

tiet-1
j
= 0. De facto, se

tit
-1
j Î H, então ti Î H t j, o que não pode ser já que os ti formam um conjunto TRANSVER-

SAL de G.

(ii) – Caso g ¹ e:

Se tigg¢t-1
j /Î H então, qualquer que seja o tr, uma das afirmações tigt-1

r /Î H ou trg
¢t-1

j /Î H

é verdadeira, porque se ambos pertencessem a H, teríamos tigt-1
r trg

¢t-1
j = tigg¢t-1

j Î H,

em contradição com o pressuposto. Portanto,

(U
G

gg¢ )i j = 0 =
n

â
r=1

U
H

tigt-1
r

U
H

trg¢t-1
j
= (U

G

g U
G

g¢ )i j

Se tigg¢t-1
j Î H por outro lado, existe um ts tal que tig Î Hts. Mas então tsg

¢t-1
j =

(tigt-1
s )
-1(tigg¢t-1

j ) Î H e portanto

(4-12) (U
G

gg¢ )i j = U
H

tigg¢t-1
j
= U

H

tigt-1
s

U
H

tsg
¢t-1

j

Mas como tigt-1
r /Î H se r ¹ s, U

H

tigt-1
r
= 0 e o último termo de (4-12) pode reescrever-se

como um somatório (no qual todos os termos excepto o de r = s são nulos)

(U
G

gg¢ )i j =
n

â
r=1

U
H

tigt-1
r

U
H

trg¢t-1
j
= (U

G

g U
G

g¢ )i j à
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