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5.1 Grupos Topoldgicos

[Topologia]

DEeFINICAO [5.1]

Dotar um espaco M duma TOPOLOGIA significa escolher uma colecgéo 7,, de subcon-
juntos O c M, designados ABERTOS de M, de forma que:

IV.1-i. O préprio M e o conjunto vazio ) pertencem a 7,,, i.e. séo abertos;
IV.1-ii. Qualguer INTERSECGCAO dum namero FINITO de abertos é um aberto;
IV.1-iii. Qualquer UNIAO dum ndmero FINITO OU INFINITO de abertos é um aberto.

Uma BASE para a topologia de M € uma sub-colecgéo 8; ¢ 7,, de abertos tal que qual-

quer aberto O € T,, se pode obter como uma unido O = U O; de abertos O; € B;.
ierl

Se Q ¢ M for um sub-conjunto de um espaco topolégico M, uma topologia possivel 7, sobre Q € a
TOPOLOGIA DE SUB-CONJUNTO (i.e. a topologia cujos abertos U = Q N O s&o as intersecc¢des de Q com
os abertos O e T, da topologia de M). Por outro lado, Q nem sempre € definido como um sub-conjunto
doutro espaco topoldgico, e mesmo quando o é, a topologia de sub-conjunto pode nédo ser a mais Util ou
a que nos interesse mais definir sobre Q. Duas restricdes que devemos fazer as estruturas topoldgicas
admissiveis (por razdes técnicas futuramente justificaveis) sdo as seguintes:

[HAUSDORF] Um espaco topol6gico M diz-se Hausdorff se e s6 se, para todo o par de pontos distintos
m = m' < M, existem dois abertos disjuntos ONO’ = @ tais que meO e M OQ’. A
condicao de Hausdorff é por si s6 SUFICIENTE para garantir a unicidade de solucéo para
equacdes diferenciais em M.

[SEPARAVEL] Um espaco topologico M diz-se SEPARAVEL (“second countable”, “separable”) se pos-
sui uma base de topologia NUMERAVEL. Separabilidade e Hausdorff sédo, em conjunto,
condi¢cdo SUFICIENTE para garantir a existéncia de PARTICOES DA UNIDADE, que por sua
vez sdo0 necessarias para a construcao de estruturas geométricas importantes, como

seja toda a teoria de integracéo em variedades, estruturas Riemannianas, métricas, etc.
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Um conjunto M tem DIMENSAO n se existirem injec¢cfes
n,:U,cM->R" (i.e. aplicagbes n, para as quais
n,(m =n,(mM) = m=n ) que estabelecem a corre-
spondéncia “ponto me U,” «— “n parametros reais”,
estando cada uma delas possivelmente definida ape-
nas num sub-conjunto U, c M (o ‘DoMmiNIO’ de 7,),
mas de formaqueM = U U,.

a€T
Note que o conjunto de pares (U, n,) € enorme, e
que o conjunto 7 dos indices « é certamente néo-
numeravel.

Assim, 0 que se prop8e é o seguinte: dado que ex-
iste uma topologia ‘standard’ em R", e dado que M
pode ser ‘COBERTO’ pela unido de sub-conjuntos U,
em correspondéncia bijectiva com um sub-conjunto

n,(U,) C R", vamos INDUZIR uma topologia em M que
resulte em chamar ABERTOS aos dominios U, € CON-

TINUAS as injeccdes n,. Por isso é que, de todos os
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pares (U,,n,) possiveis, vamos restringir-nos aque-

les em que a imagem 7,(%,) € um ABERTO na topolo-
gia normal em R". Esta regra estd na origem da

seguinte defini¢cdo:
[Carta Local]

DEeFINICAO [5.2]

Uma CARTA LOCAL num espago M é um par (U, n) formado por um sub-conjunto U c M
e uma aplicacédo n: U ¢ M — O c R" que estabelece uma correspondéncia BIJECTIVA
entre U e um ABERTO O c R".

Escolhida uma base de R", as componentes 7' e 7, R) den = a7, ..., ™ formam
um SISTEMA DE COORDENADAS LOCAIS associado.

Mas, por definicdo de topologia, a intersec¢cao de um namero finito de abertos deve ser um aberto. Assim,

se queremos designar os dominios U, de ABERTOS duma topologia de M, temos que exigir tambem, de
acordo com (i), que a imagem duma intersec¢éo néo-vazia de um namero finito de dominios U/, seja um
aberto de R". A partir daqui, os pares (2/,,1,) que verificam estas condi¢des véo-se dividir em colec¢des
Ay = {(ﬂa, Ua)} distintas, designadas ATLAS sobre M, para cada uma das quais é verdade que

WwW=u,NU, ..U, +@ = 7n, (W) éabertoemR"; Va, c{ay,ay,..., @)

Esta importante condicéo pode ser reformulada de forma mais conveniente usando o conceito de FUNCAO
DE TRANSICAO:
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[Fungdes de Transicéo]

DEFINIGAO [5.3]

Numa colecg¢éo de cartas locais A, dados dois quaisquer (U, n,), (Ug, 1) € Ay, tais
que U,z = U, N Uy + (, a FUNGAO DE TRANSIGAO {5 = 75-7," € uma BIJECGAO CON-
TINUA DE INVERSO CONTINUO, i.e. um HOMEOMORFISMO

g(xﬁ’ : n(x((LIaﬁ) c Rn - nﬁ(q/[aﬁ) c Rn

De acordo com esta condig&o, todo o par (U, 1), onde U = n;*(0), n = Ma1,, € O c n,(U,) um aberto de R",
faz parte das mesmas colecgbes que (U, n,). Podemos assim garantir que, numa colecc¢éo de cartas Ay,
cujas fungbes de transigéo estejam nas condigGes acima, o conjunto dos dominios %/, forma uma BASE

DE TOPOLOGIA de M, e que nessa topologia as injec¢des 7, sé0 BIJECTIVAS (i.e. homeomorfismos sobre
0s respectivos contradominios).

[Variedade Topoldgica]

DEFINIGAO [5.4]

Dotar M duma estrutura de VARIEDADE TOPOLOGICA consiste em associar-lhe um ATLAS

COMPLETO A,, cuja colec¢édo de CARTAS LOCAIS (U, n,) verificam as condicdes da
DEerFINICAO [5.3].

[Grupo Topoldégico]

DEFINIGAO [5.5]

Um grupo G dotado de uma topologia 7 para a qual o produto no grupo e a inversao
dum elemento do grupo sejam continuas designa-se um GRUPO TOPOLOGICO.

— Um grupo topolégico diz-se SEPARAVEL se existir uma BASE NUMERAVEL para 0s con-
juntos abertos.

— Um grupo topoldgico diz-se LOCALMENTE COMPACTO (L.C.) se cada ponto tem uma
vizinhanga compacta, ou se contém um ABERTO cujo fecho é cOMPACTO. Por Exemplo:

[L.C.]- Os grupos GL,(R), GL,(C), SO(3, R)(compacto), SL(2,C) s&o LOCALMENTE COMPACTOS

[NAo L.C.]- Os grupos de dimens&o infinita, como o grupo de tranformagdes de Gauge da Elec-

trodinamica Quantica : A, — A +d,¢, as quais deixam invariantes os campos

F,=A,, —A , NAO SAO LOCALMENTE COMPACTOS.

67

Amaro Rica da Silva, Prof. Dep.Fisica - IST (28 de Janeiro, 2003)



5.2 Grupos de Lie
[Diferenciabilidade]

A possibilidade de definir um conceito de FUNGCAO DIFERENCIAVEL sobre M leva-nos a mais uma restricdo
na definicdo dos atlas AY,. Uma vez mais, a possibilidade de identificar localmente M com R" vai-nos
permitir utilizar a estrutura euclideana de R" para induzir sobre M nog¢des que dependem necessariamente
da existéncia de um conceito de DISTANCIA, como por exemplo o de DERIVADA de uma aplica¢do. Assim,
vamos considerar que, num ponto m e M coberto por uma carta local (U, ), uma dada funcdo f : M - R
verifica fe~t : n(U) cR" - R é diferenciavel de classe C" em m.

f

UcM R
5-1 1 fopteCr (R)
(') n(U)
n(U) cR"

Nitidamente esta condi¢do depende da carta local que se escolhe em A, para cobrir m. Contudo, é
possivel POR VEZES encontrar sub-colecgdes A, cujas cartas cobrem M de forma que (5-1) se verifique
para quaisquer (U, n,) € Ay, e f e Fy(R).

Dado que na intersecgéo de dominios U; NU; # @ se tem fop;t = (fet)-(p;en; ) isso € equivalente a impor
que nionj‘l : R" - R" seja de classe C" para todos os pares (U;, i), (Uj,m)) « Ay que tenham U, N U, + 0.

[Grupo de Lie]

DEFINICAO [5.6]

Um grupo G diz-se um GRUPO DE LIE se tiver uma estrutura de variedade analitica AZ

compativel com a do grupo, i.e. 0o mapa R : Gx G — G definido por R(g,¢) = gg™* é
analitico.
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[Grupos e Algebras de Lie Classicos]

Os grupos de simetria classicos agrupam-se em trés classes basicas distintas:

[ORTOGONAL ] grupos que preservam métricas reais = formas bilineares simétricas
(Algebras B, = so,,,,(R) ou D, = s0,(R))
[UNITARIA ] grupos que preservam métricas complexas = formas bilineares hermiticas
(Algebras B, = s0,,,,(C) ou D, = s0,,,(C))
[SIMPLETICA ]grupos que preservam estrutura complexa < formas bilineares anti-simétricas

(Algebras C, = sp,(0))

Variacdes dentro de cada classe resumem-se a diferentes condi¢des de realidade sobre os pardmetros da
algebra de Lie.

Grupo de Lie Algebra de Lie C-Dim |R-Dim
GL,(F) = {T € M, =F"® F™ : det[T] # 0} | gl,(F) = {Ae M, ~ F" ® F™} n? 2n?
SL,(F) = {T ¢ GL,(F): det[T] =1} sl,(F) = {A < gl,(F) : Tr[A] = 0} -1 |2n*-2
O,F)={TeGLE: T =T 0,(F) = s0,(F) = {A< gl (F) : A" = -A} %(n2 -n)| n’-n
SO,(F) = {T  O,(F) : det[T] =1} s0,(F) = {Ac gl (F): A" = -A = TR[A] = 0} %(n2 -n| n*-n
U©={TeGL©: T =T u(©) = {Ac gl,(0) : A" = -A} n? —
U (€ ={T c U (©): det[T] =1} su,(C) = {Acu (0 : TR[A] = 0} -1 | —
Spy,(F) = {T < GL,(F) : T"JIT = J} 5Py (F) = {Ae gl (F) : ATJ = -JA} %(n2 +n)| n*+n
USp,,(C) = Spy»(C) NU,(C) usp,,(C) = {Ae gl (©) : AT = —JA AT = -A} %(n2 +n)| —-

[Grupo Ortogonal G = O,(R)]

DIMG) = 3(22-2)=1

Tll T12

Se pusermos T = { € O,(R) = T" =T donde

T21 22

T121 + T221 T T+ T T _ T121 + T122 T T+ T, Ty _ 10
2 2 2 2
T T+ Ty Ty TS+ T3 TuT+T, T T+ Ty 01

T121 = T222 T Ty +Tp T =0

Isto equivale a afirmar que
Ty =T

T2 =TA T2+T3=1 T, =-T
12— e{ 1t 2 donde ou{ 2 2L o pET[T] = 1, i.e.

T =Ty _ :
T e SO,(R), ou = DET[T] = -1. Assim
Ty =Ty
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Para T e SO,(R) podemos ver que € a componente simplesmente conexa de matrizes da forma

. :[ cos(6) sin(9)]=e%
—sin(@) cos(d)

onde o grupo a um parametro T, = ¢** é definido pelo elemento A « so,(R), onde

A_(@) [ -sin@ cos®) | [0 1
df Jo=0 | —cos(6) —sin() ho (710

Como € de esperar A é antisimétrica.

[Grupo Unitéario especial G = SU,(C)]

DIM(G) = (22-1)=3

Neste caso T e U,(C) & T' = T%; peT (T) = 1 donde as equagdes que resultam de T'T =TT, T'T=1e
DET[T] = 1 sdo

|T21|2 = |T12|2 |T11|2 + |T21|2 =1
(Tyy — T22)T_21 = (Tll _Tzz) T, |T21|2 + |T22|2 =1
le T +T22 Ty =0 TTp—TpTy =1

De [Tyl = [Tyl € [Ty, ? + [T,y 2 = T, 1> + IT,,[* = 1 conclui-se [T,,I> = [T, . Escrevendo
T,=¢’a Ty=e'%p Tp=a T,=8

conclui-se que 6 = 0, ¢ = 7 e |al* + |8* = 1 donde a forma mais geral de elemento é

a B B=X+1iy
T=| _ com
[—,8(?] {a:ﬂl—xz—yz—22+iz
[Algebra de Lie su, (C)]

A respectiva algebra de Lie é gerada pelas matrizes que se obtéem a partir da parametrizacao indicada
através de tangentes a grupos-a-um-parametro passando pela identidade. Neste caso, grupos-a-um-
parametro convenientes so:

.I.X(S):[\/l—s2 s ] Ty(s):[\/l—s2 u‘s] .I.Z(S):[is+\/1—s.2
& &

0
-s 1- is 1- 0 —is+V1-¢

ate\ . (01 NCI are) . (i o
(Cﬂs)&o_Ax_(—l 0) (dS)SHO_Ay_[E‘O] (Cﬂs)&o_Az_O—i]

Os comutadores destas matrizes determinam as relagcdes de comutagdo que caracterizam a algebra de

donde

Lie. De facto, o produto de Lie ndo é mais do que uma derivacao interior.

2i 0 0 -2i 0 2
(A Al = o o =27, [ALA]= i o =-2A, [A,A,]l= o = 2A,
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Lembrando as matrizes de Pauli

0 1 . 0 —: . 10 .
0'1:[1 O):—uAy , Uzz[i O):—EAX , 0'3:(0_1):—EAZ

vemos que poderiamos escolher outra base E, = —%i o, comk=1,2,3, e relagcbes que se simplificam em

onde ¢;* = ;6™ = +1 & o sinal da permutac&o de indices (

123
ijk |

[Grupo G = SO4(R)]

DIM(G) = 3(32-3) =3

S0,(R) € o grupo de invariancia duma forma bilinear simétrica em R* e cuja accédo preserva a forma de
volume. Isto significa que, qualquer que seja T « SO,(R), se tem (Tu,Tv) = (u,T'Tv) = (u,v), para
quaisqueru,v € R3, ousejaT'T=1=TT'. Mas entdo, para qualquer grupo-a-um-parédmetro de elementos
destes deve ter-se T(9)'T(s) = 1. A tangente junto a identidade T(0) = 1 mostra que os elementos da algebra
de Lie so,(R) verificam

d . A dT" LdT(s)
7 (Te'T(9)=0= = T(S) + T(9 s
donde
(tﬁT(S))T __(JT(S))

Concluimos assim que A e so;(R) se AT = —A, i.e. se A for anti-simétrica, o que implica neste caso que
TR[AT] = TR[A] = —-TR[A], i.e. TR[A] = 0. Geralmente esta condi¢do deduz-se de DET[e?] = """, e em
geral trata-se duma condicao separada aplicavel aos grupos especiais onde se exige DET[T] = 1. Assim,
na vizinhanca da identidade T(s) = ¢, donde

DET[e**] = &M = 1 = TR[A] =0

Esta é a raz&o porque a algebra de Lie de O;(R) e SO,4(R) coincidem. Uma base para g = so3(R) €

000 00-1 010
L,={001}, L,=({000 |, L,=]-100
0-10 100 000
com relacdes de comutacéo

L, L,]=0,, [Lyll=0L,, [LgL,l=0L,, ie L, L] = &L,
onde eijk = +1 é o sinal da permutagéo (123) - (i jk).
Dada uma algebra de Lie g, para cada elemento A < g o operador adjunto ad, : g — g definido por
ad,(B) = [A,B]
€ uma derivacdo de g e a correspondéncia A — ad, € uma representacéo da algebra dita Regular.

No caso de so4(R), com a base indicada, podemos escrever

0 c -b

ady,=|-c 0 a
b -a
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para A = ae, + be, + ce,, 0 que torna o espago R® com o produto vectorial convencional x numa algebra
isomorfa a so,(R).

0 c-by(0 z-y 0 z-y)\(0 c-b 0 bx-aycx-az
adA(B)z{—CO a].[—zo x]—[—zo x].{—co a]:[ay—bx 0 cy-bz|=adyg

b-ao y —-x 0 y —x 0 b-ao0 az-cxbz-cy O

5.3 Representacdes Irredutiveis de SJ,(C) e SO;(R)

5.3.1 O grupo de Mébius M

O grupo de transformacdes M do plano complexo

MZP:C-C
(5-1) az+b
Zz—7Z =
cz+d

comad-bc+0

pode ser realizado por matrizes complexas de dimenséo 2, i.e. matrizes [25] e SL,(C) de determinante
unidade ( ja que [23] e [25] representam a mesma transformacgéo (5-1) ). Existe mesmo um recobri-
mento Y : GL,(C) -» M que a toda a matriz complexa g = A [25] para A arbitrario faz corresponder o mesmo

Y(g) = M. Podemos portanto escolher, para cada Maadb, valores de A que verifiquem
DET(g) = A>(ad - bo) =1

Assim podemos restringir o recobrimento a Y : SL,(C) - M, mas note-se que a realizagdo de M por
matrizes g = [%g e 9,(C) ainda é de 2 para 1 ja que ge —g e SL,(C) resultam no mesmo elemento Mg‘db
de M. Isto significa que embora SL,(C) seja simplesmente conexo, M ndo o é (porque alguns caminhos
fechados de M ndo podem deformar-se para um ponto, e.g. a imagem de qualquer caminho que comece
emg= [gg] eacabeemg = - [gg])

O espaco vectorial suporte desta representacédo de SL,(C) é C? e 0s seus vectores [3] e C? chamam-se
spinores. A acgédo de SL,(C) em C? definida naturalmente por

V]~ [v]=[28)- [V

traduz-se numa accéo de M em C através da identificacéo

u u az+b
v v cz+d
Resumindo
L, (C) ,
u 2 u abl [u
[v| < c= |y |=[28] V]
_u M W az+b
z=-¢C C>7 == =

Esta accgao restrita ao subgrupo real SL,(R) deixa invariante 0 SEMI-PLANO DE POINCARE H = {ze C: Im(2) > 0},
dzdz  dx? + dy?

onde SL,(R) age transitivamente e onde existe uma medida invariante ds* = Im2? ¥
z
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5.3.2 Projeccéo Estereografica e SU,(C)

Esta imagem mostra como, na carta es-

tereogréfica {,,¢,} com origem no pélo
{0,0,1}, a cada ponto zdo plano complexo
C corresponde a um ponto P = {£,7,{} so-

©AJRS 2002

bre a esfera de raio unidade, com coorde-

nadas
p_2R@ - 2Im2) 11
“er " 22+ 1

Reciprocamente as coordenadas do ponto
P = {&,7,(} correspondem a

ena o 2=
Por exemplo:
{1,0,0} «— z=1 {-1,0,0} «— z=-1
{0,1,0} «— z=1 {0,-1,0} > z=-i
{0,0,1} «— z=o0 {0,0,-1} «— z= 0

Significa isto que uma rotacdo Rf(g) de 6 = 7 em torno de e, deve fazer0 - i - o0 - —i > Oe
corresponder assim a transformagéo de Mdbius , e & matriz de SU,(C)

. Z+1i . 13
RG) = 2= = u()-3[l 1]

Uma rotacao R, (’—g) por outro ladofaz 0 - 1 - o — -1 — 0 e deve corresponder a

s z T 1_1
R = Z=2g = =[]

Como € que uma rotagéo R, (¢) em torno do eixo e, afecta z? De facto z € simplesmente Z = e’z e temos
uma correspondéncia

©AJRS 2002
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5.3.3 Angulos de Euler

A parametrizacdo convencional de Euler para
v rotacdes faz-se através de trés angulos a,8, v,
sendo possivel verificar que qualquer outro ponto
P’ da esfera que passa por P se obtém:

1. rodando P de a graus em torno dum
eixoe, = e} para P’,

2. seguidamente rodando 3 graus em torno
do eixo e, =e; (que resultou da primeira
rotacdo de e,) para P”

3. e finalmente rodando de y graus em
torno dum eixo e} (que resultou da

segunda rotacéo de e; = ¢,).

Acontece que a rotac@o genérica definida por
Raﬁy = Rg,, (y)Rﬂ,(ﬁ)Rg(a) pode ser referida a eixos
fixos e, e e, com os mesmos angulos a, B, v,

embora por ordem diferente. De facto podemos
ver que

Ry () =R, (BRR,B)

donde

©AJRS 2002

Rg" (')’)Rq’(ﬁ)Rg(a) = Rn'(ﬂ)Rg()’)Rg(a)
=R, (ORA)R() it
De forma semelhante, temos
R,(B) = R (@) R, (DR (@)
donde
Rn’(ﬁ)Rg(a)R{(y) = R;(G)Rn(ﬁ)R;()’)
Ou seja
Raﬁy = R{" ('y)-Rn’(ﬂ)R{(a') = R;(Q)Rn(ﬁ)R;(Y)

Na realidade, sdo sempre necessarios trés angulos para parametrizar uma rotagao, porque dois definem a
direcgdo do eixo de rotacédo

n(6, p) = cos(y) sin(@)e, + sin(y) sin(d)e, + cos(Ple, = ae, + be, + ce,
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engquanto o terceiro ¢ determina a magnitude da rotagéo em torno desse eixo. De facto, a matriz de SU,(C),
recobrimento universal de SO,(R), que representa essa rotagéo € simplesmente

Um(a,w)(d’) = @’_i % NGy -0 _ COS(%) —ic Sin(%) (—ai—b) sin (f)
2

(-ai+b)sin(§) cos(§)+icsin(4)
3
onde o = Zo-kek € um vector formal definido pelas matrizes de Pauli

k=1
(f1=[‘{ %] - (,2=[2—g , ffs=[%_(1)]

Note-se que a cada o; corresponde a uma rotagéo de ¢ em torno de um eixo e,. Assim podemos indicar

o _ »
U, () = cos(g) —isin(3) U (6) = cos(3) —sin(3) U =|° ' 0¢
“ —isin(%)  cos(%) 2 sin($)  cos(%) e o it

Poderiamos questionarmo-nos sobre a relacdo entre esta parametrizacdo e a de Euler, a qual pode ser
deduzida da expresséo genérica para SU,(C) que é

(a+y) (@)
y —cos(8)e”™ ra —sin (4 e‘”(aTy
= (@-y) (@+y)

a sin(4) e’ 7 —cos(§)e' ra

Claro que podemos raciocinar (erroneamente) da seguinte maneira: rodar o eixo e, até coincidir com

e/ = n(6, ¢) e seguidamente rodar ¢ graus em torno de e;. Com esta identificacdo vemos que ¢ =y, mas a

;¢ 7
identificacdo restante & inviavel porque ¢ 2"(¢ 90

trés rotacdes.

tem muitas formas de decomposicdo em produto de

Na realidade, qualquer rotacao R, (¢) em torno de e, pode ser encarada como uma rotagdo pelo mesmo
angulo 6 em torno de e, através duma composicéao

R, (0) = Re(=5)R(OR, (5)

©AJRS 2002
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Note que rotaces positivas sdo retrogradas para e, e e, e directas parae,. Para e, e e, ambas comegcam
no plano horizontal no sentido e, enquanto que as geradas por e,comegam no plano e, X e,.

5.4 O grupo SO,(R) de rotagdes em R?

Vamos agora usar projeccdes estereograficas para cartografar SO,(R), o que resultara na realizagéo de
uma correspondéncia entre uma rotagéo g e SO,(R) e um elemento bem determinado do grupo de Mobius
de transformacgdes de C. A identificagdo de um ponto n = (¢, 7,{) sobre a esfera

§={meR3: Im|2=§2+172+{2:1}

E+

S . i : . .
com a sua projec¢do no plano complexo C através de Il(n) = z = 1—;7 permite escrever imediatamente

uma rotacao de y em torno do eixo e, como

cos(®) sin(@ O 012
R,(0) =| —sin@®) cos@®) 0| — Z=¢'2 — U4(9)=[§ @_[.9,2} c ,©)
0 0 1

Para as rotac6es em geral verifica-se que

R(@,,7) = R(R,(B)R ()

onde «, B, v designam angulos de Euler. Mas em particular, podemos estabelecer

R,(8) =R, (-3) R, (B)R(3)
e de forma analoga
R(@) =R, (3) R ()R, (-3)

O efeito destas rotacdes num elemento genérico z = I(n) pode-se determinar se conhecermos 0s corre-
spondentes elementos de SU,(R) para R, () e R, (5). Mas iterando R, (3) sobre n, = —e, obtemos:

R,(3)mo=m; =¢, - H(ml)zizg
Re(Z)m=m, =¢, - Ti(ny)= =i§—++§
Re(5)m =ny =—¢, > Tng)=—i=72
R (5)mg=m, =, > T 4)—0:2((:5%13’
donde Z = EZZ% para uma rotagéo Rf(’—zf). Entao Uf(g) = % Ll ﬂl] e ,(C) e consequentemente

cos(@) 0 —sin(6) 1 —i Q012
1 - e 0 1
R, (0) = 0 1 O — U0 = 75[ -1 ” 0 —igr2 }\/_E
sin@ 0 cosd) —t €

18|
i 1
Assim, uma rotacao de 6 em torno de e, traduz-se estereograficamente na transformacéo de z< C em

)

_ cos (%) z—sin(
sin(§)z+ cos(§)

NI NI
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Da mesma forma, poderiamos ter comegado por determinar R, (’—zf) iterando-o sobre n, = —e,,

& (Zmmns e~ o)1=
R,(5)m=n, =, - M(n,)= —25:;):3
R,](g).mzzm3 e, o H(m3):1:§
R,(3)my=n, = - Mn)=0=2"2

z-1 . ~
donde Z = 1 para R, (). Obteriamos entdo

e dai que

1 0 0

. 1-1|[ &7 0o 11 cos(§) isin(%)
R.(0)=|0 cos@ sin@® | — U(()):L[ “ _,/2]1{ }z[ 2 2
3 £ if L.
0 —sin(®) cos(d) vl aflo ¢ 211 isin(3) cos(5)

e, para uma rotacdo arbitraria de § em torno de e,, a transformacéo de Mdbius correspondente €
cos(4)z+isin(%)
~isin(§)z+cos(9)

E possivel verificar que, usando as matrizes de Pauli o; = [ (1) é ] Oy = [O = ] , O3 = [1 _0] se tem

;Q ;B ;Y
Uda)=e' 2%, U B =e 2%, Uy =e'2%

Para o caso geral, vemos portanto que

Raﬁy = Rg()/)R,](ﬁ)R{(Q’) - Uaﬁy =

5.5 Representacao induzida por 3J,(C)

Para determinar o eixo de rotagdo precisamos de encontrar P, que resolve a equacao R ;,.R, = P, 0 que

determina

n = sin(8) (sin(%5Y) e, + 005 (%57 e,) + cos (§) sin (57,

onde fizemos A = \/1 - cos(g)2 oS (%)2 Podemos verificar que o eixo de rotacdo deve pertencer ao plano
ortogonal ae, x (R, (%) ¢,).

Para encontrar a matriz de J,(C) que corresponde a rotagéo Rys = R,R4R, € preciso descobrir a matriz

b
U<a,/3,y>=[; ﬁ}

gue corresponde a transformacdo de Mbébius

Z:§+i77_> Z,:§'+i17’ _ a_z+b
1-¢ 1-¢ bz +a
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guando
Eng =€) =Ry, - 1€1,0)

O resultado é

Lo @) oog(8) g2 H @) g 8)

U(a.p.y) = . .
2P @ Vgin(8)  _e2 @) co5(8)

Isto significa que

BY _ :cin(® . (8 Li(a+y) B Lita-y) (8
Litng 1 Acos(§)—isin(§) (—ia—b)sin($) —e cos(5) -e sin(5)
e == =

A , ,
(cia+bysin(¢)  Acos(?)+isin(2) ZH@O D gn(8) ez i@+ V) o (8)

onde fizemosn = 1 {a,b,1} com A2 =n.n = 1 + a2 + b?.

A solucéo indica que podemos tomar a direc¢do do eixo de rotacdo como o vector
r = {=sin(%5%), cos(5*), cot(3) sin (3%}

e angulo de rotacao ¢ tal que e

cos($) = -cos(§) cos (15
sin($) = oos(?) sin(23) 1+ cso (52 an 3]

Conversamente, dada uma direc¢éo
n = { cos(f) cos(y), sin(d) cos(y), Sin(¢)}

e um angulo de rotacéo ¢, podemos querer obter a correspondente rotacdo em termos de «a,3,y. Neste

caso, temos

0

Lita = -
_@_Zl(a’ ’y):y@ v - %(a—’y)ze"r/—zr

cot(4) sin(%2) = tan(y)

cot (8) cos (%) = cot(2) sec(y)

sin (&) = — cos(y) sin (4)

cos (£) - \/1 — cos(p)? sin (%)2
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5.5.1 Representagdes Irredutiveis de SJ,(C)

Para determinar as representacdes irredutiveis de SJ,(C) iremos considerar uma base de polinomios de
graun=2j,

{uzl, Wy 2722wt VZJ}

0 que proporciona uma representacao de dimensdo d = 2j + 1. Se pretendemos que a representagao seja
unitaria convém normalizar esta base e usar
uj+m

f
T VG mIG - m)!

comme {—j,—j+1,...,j-1,j}.

. f = a b
No caso j = § temos { -2 =V donde D’ = l }

vz =U b a
— 12 L aty
fa=v o a=cos()e 2
Nocaso j =1temosy f, =uv donde Da = R, com o
f, =u? b = sin(g)e”T
Em geral
. . j .
Dib fy = Cp(@u+ by) (B +av) ™= > Diyim(a, by
=]
1
onde Cj, = —— , e
v +ml( - m!
Difim(a,b) = Z]: : al bl (B
e 4 GGy (J+ M= )] =1 — )l —m+ 10!

m

i
1 i, . ~
Mostra-se que Z If. 12 = (2—j)l(|u|2 + v é invariante para estas transformacdes de V,(0).

m=-]
O CARACTER da representacgéo irredutivel (j) € simplesmente:
i sin(mgw)

() — img _
0= 2

Para | integral, as matrizes

. aty
2

DY (@,8,7) = Dim (cos OF ,sm(g)ei%)

determinam uma representacéo irredutivel de SO;(R).

5.5.2 Raizes e Forma Canonica de Relagdes de Comutacéo

As propriedades de uma &lgebra de Lie ficam completamente determinadas pelas suas constantes de es-
trutura cijk. Uma mudanca de base E; — E,” = A-E; é acompanhada por uma correspondente transformagéo
das constantes de estrutura
¢ =ATASA TR Y
Podemos escrever o tensor
S$=c;'"E @, ®F =F ®ad
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em termos da representacao regular
adg =¢;'E, ®
5 ki
eentao k- S-E; = [k, E;] = ¢;°E,.
A procura de uma forma candnica para as relagdes de comutacdo de uma algebra de Lie reduz-se ao

problema de escrever as matrizes ad g na sua forma de Jordan canoénica , i.e. bloco-diagonal com blocos
1
de Jordan de ordem k, como

A1 0.0
0 A2 1..0
0 00...1
0 0 0... 2

kxk

0 que se atinge resolvendo a equagédo secular detfad; — A1] = 0 e construindo a matriz de mudanca de
base com os vectores proprios. Toda a teoria de RAIZES de &lgebras de Lie é dedicada a este problema
classificativo.

A representacdo REGULAR ad : g —» AUT[g] ndo é fiel em geral, mas consegue distinguir &lgebras de Lie
diferentes. A presenca de sub-algebras invariantes indica a redutibilidade da representacdo regular. Um
mecanismo para construir sub-algebras invariantes é a derivagdo sucessiva

[g,9] = g(l), [g(l),g(l)] — g(2)_“[g(n—l)'g(n—l)] — g(n)
Para algebras de dimensé&o finita, a partir de um dado n tem-se necessariamente
gD # g™ = gD =

Se g™ = 0 a algebra diz-se resoltvel. O radical da algebra g é a sub-algebra resollivel maxima de g.

5.5.3 Constantes de Estrutura e Representacdo Regular de algebra

Uma forma de Killing é uma forma bilinear sobre uma &lgebra de Lie definida através da sua representagéo
regular por
g(A,B) = (A, B) = TR[ad,.adg]

De facto dado
X=XA =X (A)ke, @ e A=a, (Ale, ®e
com
AT A = (ADYAE 505 = (ANS(AD; = TRIATA] = 6
por isso
a(X) = X (A)ka, (AN 8568 = XU(AD} a (AN = (X)f(@); = TRIX A]
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5.6 Medida Invariante Sobre um Grupo

[Espacos de Medida]

DEFINIGAO [5.7]

Um ESPACO DE BOREL € um conjunto Sdotado de uma familia distinta 8 = {BQ}QE] de
subconjuntos B, c Sque é FECHADA para as operagoes de:

IV.7-i. ComPLEMENTO B¢ c 8.

IV.7 -ii. UNIAO NUMERAVEL ( UNBi) c8.
IKS

IV.7 -iii . INTERSECCAO NUMERAVEL ( ﬂNBi) C 8.
| €

DEeFINICAO [5.8]

Uma MEDIDA u sobre um espago de Borel S é uma funcao positiva, o-aditiva, definida
em todos os conjuntos de Borel, i.e. uma funcdo que verifica:

IV.8-i. Sempre que, para Vi, j, se tenha 8, N B; = O, entéou(u Bi) = E 1 (8B))-
1 n
I

IV.8-ii. Existe uma coleccdo {B,} para os quais u(8;) < « € S= U8B,
I

— Duas medidas u e v que possuam 0S MESMOS CONJUNTOS DE MEDIDA ZERO dizem-se
. du dv

da mesma CLASSE DE MEDIDA. Neste caso, as derivadas de RADON-NIKODIM & e I

v du

existem ambas. No caso de Sser NUMERAVEL, duas medidas pertencem a mesma CLASSE
DE MEDIDA se e s@ se forem positivas nos mesmos pontos.

[Medida de Haar]

DEeFINICAO [5.9]

Uma medida ¢ # 0 num grupo G que, para qualquer boreliano 8 c G e para todo o
g e G, verifiqgue u(gB) = u(B) diz-se MEDIDA DE HAAR SEMI-INVARIANTE A ESQUERDA.(

respectivamente A DIREITA se u(8Bg) = u(8)).

— Um grupo UNIMODULAR € um grupo onde existe uma medida de Haar simultaneamente
semi-invariante a esquerda e a direita. Qualquer grupo COMPACTO G € UNIMODULAR,
i.e. as medidas de Haar invariantes a esquerda séo também invariantes a direita, e todas
as medidas de Haar verificam u(G) < co.

— Uma medida de Haar existe e é UNICA se G for LOCALMENTE COMPACTO € SEPARAVEL
mas se G além disso fér NAO-COMPACTO, u(G) = oo para qualquer medida de Haar (que

ndo sdo necessariamente invariantes).
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__EXEmMPLOS

. Medida de Haar num grupo discreto: u(8) = A#|8].

Medida de Haarem R:  u([a,b]) = A(b-a) du(g) = dx.

Medida de Haar em G = {g =

Z};x,yeR}: clp(g)zx—lzclxdy.

IV. Medida de Haar em G = GL,(R) : du(g) = det(g)”dxll Codx™,
V. Medida de Haar em SJ(2) (o recobrimento universal de SO(3)).
VER)=4U=| _ é ; Va,BeC: laf+82=1
Como « e 8 sdo complexos, U (2) é a esfera S’ c R, gue é simplesmente conexa e COMPACTA.
J(2) é portanto um grupo UNIMODULAR e tem uma medida de Haar invariante finita.
Os elementos de SUJ(2) podem ser parametrizados pelo &ngulo de rotacdo # em torno de um
eixon(a,B) = {sin(ﬂ) cos(a), sin(B) sin(a), cos(ﬁ)}, pelo que obtemos uma representacao spinorial
usando .
U=e 20 _ cos(g) 1 —zzsin(g) n-o
2 2
_ . 01 0 —i 10
onde o = o'e;,, com o' as matrizes de Pauli, ot = 0% = o= :
10 i 0 0-1
Formas invariantes s&o obtidas das entradas da matriz UdU ou (dU)U™! , e o seu produto
externo da a medida de Haar
du(a,B,0) = 4sin(ﬁ)sin2(g) da dpB do
5.7 Representacdes de Grupos Infinitos
[Teorema de Peter-Weyl]

TEOREMA [5.10]

IV.10 -ii. Cada representacéo irredutivel aparece com uma MULTIPLICIDADE FINITA igual & dimen-

IV.10-iii. TODAS as representacdes irredutiveis aparecem na decomposicao.

IV.10-iv. Como L%(G,u) é SEPARAVEL, 0 conjunto de representagdes irredutiveis inequivalentes é
NUMERAVEL .

IV.10-i. AREPRESENTAGCAO REGULAR de qualquer grupo COMPACTO e separavel G pode decompor-
se numa SOMA DIRECTA de representacgdes irredutiveis de DIMENSAO FINITA.

séo da representacao.
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No caso de grupo ndo compactos, essencialmente por ndo existir uma MEDIDA INVARIANTE E FINITA:

Existem representa¢cdes REDUTIVEIS que ndo sdo COMPLETAMENTE REDUTIVEIS .

Existem representagfes unitarias irredutiveis de DIMENSAO INFINITA.

Muitos grupos sé tém a representacao trivial de dimensao finita.

TR[U] n&o tem significado em representagdes de dimenséo infinita, pelo que a defini¢cdo de
caracteres deve ser feita de outra forma.

[Dualidade de Grupos]

O GRUPO DUAL G de um grupoG € o grupo ABELIANO formado pelos CARACTERES de G, sendo a oper-
acéo de grupo a multiplicagdo de caracteres. Pode-se desde ja adiantar que!

[Teorema de Pontryagin]

TEOREMA [5.11]

Se G é um grupo ABELIANO localmente compacto, cada elemento g € G define um
caracter < G de G,

0 =x(@, YxeG

e TODOS 0S CARACTERES de G sdo desta forma, pelo que G é TOPOLOGICAMENTE

ISOMORFO a G.

COROLARIO [5.12]

Se G é um grupo ABELIANO localmente compacto, os caracteres de G SEPARAM 0S

pontos de G .

__DEMONSTRACAO

Sex(@=x(), VxecG,entdog=§ < g=g peloisomorfismo G =~ é.l

1. Hewitt & Ross: Abstract Harmonic Analysis |, Springer-Verlag (1963) S 24.

83
Amaro Rica da Silva, Prof. Dep.Fisica - IST (28 de Janeiro, 2003)




[Teorema de Plancherel]

TEOREMA [5.13]

Para G um grupo ABELIANO NAO-COMPACTO, localmente compacto, a TRANSFORMADA
GENERALIZADA DE FOURIER de ¥ € £2 (G, u) N LY(G, u) define-se por

) = fG IR du()

Entao:

IV.13-i. Existe uma Unica medida de Haar i em G (designada MEDIDA DE PLANCHEREL) tal que
2 _ N2 i
II‘PIIG = II‘PIIé, l.e.

fG QP du(g) = fG BOOR dacy)

IV.13-ii. A correspondéncia ¥ — ¥ tem uma extensdo Unica para uma APLICAGAO UNITARIA de
L2 (G, p) para L2(G, ).

PorR EXEMPLO: Um exemplo de grupo numeravel comutativo é o grupo ciclico infinito, i.e. o grupo aditivo
dos inteiros G = (N, +). De x(n) = x(1)" resulta que G = S* = {x,(n) = "™, x « R(mod 2)}.

e Um exemplo simples de um grupo localmente compacto comutativo que néo é discreto nem
compacto é o grupo aditivo real G = (R, +). Neste caso G ~ G porque os caracteres s&o
todos do tipo x - x¥(X) = e’*Y, VyeR.

e Se G=V =~ (R",+) é o grupo aditivo de qualguer espaco vectorial real de dimensao finita V,
os caracteres sdo da forma x,(x) = ¢ *®, ¥ a < V*. Neste caso G = V* é mesmo o dual
(como espaco vectorial) de G .

¢ E possivel mostrar que qualquer grupo ABELIANO localmente compacto é de forma Gnica

um produto directo dum grupo vectorial de dimenséo finita e um grupo G possuindo um

subgrupo COMPACTO H cujo quociente G ¢ FiniTo.

H

84
Amaro Rica da Silva, Prof. Dep.Fisica - IST (28 de Janeiro, 2003)




Para grupos

FINITOS: O dual de um grupo FINITO G é um grupo ABELIANO FINITO, de ordem #/G| < #G|, relativa-
mente ao produto (xx")(Q) = (x'X)(@ = x(9x'(9),¥ ge G .

— O nGmero de caracteres em G é igual ao niimero de classes de conjugacdo em G e ao
namero de representagdes irredutiveis inequivalentes.

& ABELIANOS: Qualquer grupo ABELIANO FINITO G é isomorfo ao seudual: G ~ G.

CoMpPACTOS: Devido a correspondéncia entre representagdes irredutiveis de um grupo compacto G e 0s
seus caracteres (Peter-Weyl), o dual G de um grupo separavel e compacto G € ABELIANO
NUMERAVEL. Dada uma representagdo redutivel U : G - H de um grupo COMPACTO
€ possivel decompor o espaco de Hilbert # em PRIMARIOS DiSJUNTOS H o que véem
associados a cada caracter y" <G de uma representacao irredutivel de dimensao di. De
facto, pode-se construir um operador de projec¢do P,o : H - H,o

d' (0]
Po=——1x(U,d
LTE) fGX(Q) LZC)

— Os H o sdo sub-espagos invariantes de 7, mutuamente ortogonais.

— A subrepresentacdo definida por U restrito a ¥, € uma SOMA DIRECTA de copias equiva-
lentes da mesma representacéao irredutivel .

& ABELIANOS: Qualquer grupo separavel, ABELIANO COMPACTO pode ser obtido como o dual dum grupo
ABELIANO NUMERAVEL (pelo teorema de dualidade de Pontriagyn, G =~ é). Em con-
sequéncia do teorema de Peter-Weyl, os caracteres y < G sdo mUtuamente ortogonais e
formam um SISTEMA COMPLETO em £2(G), i.e. toda a funcdo ¥ « £? (G) se decompde de
forma Unica num somatério

Q=Y Cx@= ».C an

xeG ye6
A fungéo ¥(y) = C, designa-se a TRANSFORMADA DE FOURIER de V.

Se /i designar a medida discreta em qualquer grupo ABELIANO NUMERAVEL G, /i é uma
medida de Haar e podemos escrever a correspondéncia unitaria entre ¥  £2 (é,ﬁ) easua
transformada de Fourier como

¥ = fé@m 800 dA%) < L2(G )

NAo-COMPACTOS: ?

& ABELIANOS: Reciprocamente, dado o isomorfismo entre G e G, o dual G dum grupo ABELIANO NAO-
CoOMPACTO s6 pode ser um grupo igualmente ABELIANO NAO-COMPACTO.
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5.8 Decomposicao de Mackey

[Teorema de Mackey]

TEOREMA [5.14]

Seja G um grupo separavel, localmente compacto, e K um subgrupo fechado de G.
Entdo:

IV.14 -i. Existe um boreliano S c G tal que, para TODO 0 g < G, é UNICA a decomposicéo de g na
forma

__EXEMPLO

_Jp_[2B). _
G~SL2(R)—{B—()/5).DET(B)—l}

Vamos usar o subgrupo K
Av
K:{K:(O)L_l). )uto}

K é um subgrupo fechado de SL,(R). Entéo, tendo em conta que ad — By = 1,

) (5B) (1 0

) a0 k=(3) s[4
B:(yé)zKS = e -
oo k-(50) ¢ s=[%))

vl

S~ {S = (10); Ve R} quase sempre (O conjunto dos S = (_10

0 1) tem medida nula.)

S é um dos subgrupos notaveis de G por ser um subgrupo NILPOTENTE maximal de G.
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5.9 Medidas c/valor Projeccao

DEFINICAO [5.15]

Uma MEDIDA C/VALOR PROJECGAO DE ‘H sobre um espaco de Borel S é uma funcéo
P : 8 — P, definida sobre os Borelianos 8 c Stal que:

IV.15-i. P4 séo OPERADORES DE PROJECGAO num espago de Hilbert H.
IV.15-ii. Ps=1 e Pg=0.

IV.15-iii. Py = PgPy (V8,8 < By).

IV.15-iv. Pys = ) Py (seBNB =0, ViJj.
i i

DEFINICAO [5.16]

Uma MEDIDA ESPECTRAL € uma aplicagéo P : @@ - [l 25, do espaco dos Borelianos
8B c G para 0 espaco [T, das PROJECCOES Py do espaco de Hilbert L2(G, ) definida
por

Pz H(x) = £:(9) ¥(Q

onde {é ‘G- Z2 ={0,1} é a FUNGAO CARACTERISTICA dum conjunto B.

[Teorema Espectral para Grupos Abelianos]

TEOREMA [5.17]

Para qualquer representa¢do unitaria U dum grupo separavel, localmente compacto G,
existe no dual G uma Gnica MEDIDA C/VALOR PROJECCAO P tal que

W@ = [[G0dPEY (/¥ 3)
G

Toda a Medida c/valor Projecgdo P se obtém assim duma Unica representacéo unitaria U
de G.

A DETERMINAGCAO DE REPRESENTACOES UNITARIAS DE G E ASSIM EQUIVALENTE
A DETERMINACAO DE MEDIDAS C/VALOR PROJECCAO EM G.
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— Quando G é ABELIANO COMPACTO, G é ABELIANO NUMERAVEL € na topologia discreta
cada {x} é um Boreliano. As medidas c/valor projec¢céo constroem-se a partir da identidade
P, = P, , onde
Py = —— f 79 Uy du@
= G JO9 Tt

— Quando G ~ (R, +), isto equivale ao Teorema Espectral para operadores Auto-Adjuntos.

__EXEMPLO

A REPRESENTAGAO REGULAR de G é a representac&o no espago £2 (é,,&)
(5-2) (R, ¥)(x") = ¥(x v
Dada a correspondéncia unitéria entre ¥ < £2 (é,,&) e a sua TRANSFORMADA DE FOURIER
(5-3) o= [ W00 it < L7 .p
a representacgéo regular (5-2) é equivalente a representacao de Gem £2 (G, )
(L,¥) @ = fé(} W) ()G di ) = fG 0 o) dR) =9 ¥(©

Reciprocamente, a representacéo regular de G em £2 (G, u) € equivalente, pela Transformada de Fourier,
a representacéo de G em £2(G, )

(Ly®) 0 = G0 o) = x(@ Fn)

5.10 Representacdes Induzidas

DEFINICAO [5.18]

Dada uma accéo de um grupo G num espaco de Borel S possuindo uma medida invari-
ante i, se NAO EXISTIR um boreliano G-invariante 8 c Stal que

uB)+0 ; uS-8)+0

entdo a accao e a medida invariante u dizem-se ERGODICAS ou METRICAMENTE TRAN-

SITIVAS .
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e Uma accio TRANSITIVA é sempre ERGODICA porque ndo existem outros sub-espacos in-
variantes excepto @ e S.

¢ Nem todas as accdes ERGODICAS sa0 TRANSITIVAS : existem acc¢les ergddicas para as
guais todas as orbitas tém medida nula.

e Um FIBRADO HILBERTIANO sobre S é uma correspondéncia H : s » Hg de um espago
hilbertiano separavel H, a cada s< S. O espago do fibrado denota-se sH” onde r(gH™) ~ S
€ 0 ESPAGO BASE € 1 (s) = H, as FIBRAS.

DEFINICAO [5.19]

Dada uma acgéo (g, s) — s, de um grupo L.C. SEPARAVEL G num espaco de Borel S
com medida invariante u, designa-se por REPRESENTACAO REGULAR a uma represen-
tacdo unitaria U : G - AUT(LZ(S,u)) que é sempre possivel de construir definindo,
VseS geG, ¥eL£2(Sp)

(Ug#)(® = ¥y

A construcdo de representacdes induzidas é uma generalizagéo deste principio, em que £2 (S u) é sub-
stituido por LZ(HW(S,u) onde ¢H”™ € um fibrado hilbertiano sobre Sonde G AGE TRANSITIVAMENTE através
S
de
(0d) P Wy=Le () =¥ Lyre UHGH,)

Neste caso, se ¥ : s— ¥ e H, for uma SECCAO de JH”, a REPRESENTAGAO INDUZIDA pela accéo de G em
sH™ e

Uy (&) = ng (sg\P)

onde L; designa a accdo de G em cada H,. Esta representacéo é unitaria no conjunto LZS«M(S“) das

seccdes de quadrado somavel

¥ e Liﬂ”(sm = fslls\Pude(s) < 00

Suponhamos agora que a acgéo de G em S € TRANSITIVA. Seja s, €S um ponto qualquer e KSO 0 seu
subgrupo de estacionaridade

Ksoz{keG:(so)kzso}

Para cada k KSO,

S S
(@) =L () L UHGHY, VkeKg
i.e. L% E UMA REPRESENTACAO UNITARIA de KSO.

— Todo o G-fibrado hilbertiano sobre um G-espacgo de Borel transitivo S esta associado a
uma representacio unitaria L% de um subgrupo KSO.

— O problema de encontrar G-fibrados hilbertianos sobre um G-espaco de Borel transitivo
S é completamente equivalente ao problema de encontrar a mais geral representacao
unitaria L> de um subgrupo K,
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— No caso de G-espacos transitivos S, se existir uma medida u esta medida invariante
€ UNICA a menos de uma constante. Mudando a constante NAO MUDA a classe de
equivaléncia das representacdes induzidas.

DADO UM G-ESPAGO TRANSITIVO SCOM MEDIDA INVARIANTE u, EXISTE UMA BEM DEFINIDA (CLASSE
DE EQUIVALENCIA DE) REPRESENTAGAO UNITARIA INDUZIDA DE G PARA CADA (CLASSE DE EQUIV-
ALENCIA DE) REPRESENTACAO UNITARIA DE KSO.

Dada a acgdo de Gem S
()g= Sy = ggleK, = Kg=Kg
ou seja, existe uma correspondéncia bi-univoca entre 0s co-conjuntos [g] = Ksog e pontos s = (Sy)g € S
S Ko\ G

Esta correspondéncia permite definir uma estrutura de espaco de Borel e uma medida invariante ji em k \G
através de
di(lgD) = du(s,9)

Seja dada uma REPRESENTAGAO UNITARIA UK = KSO—> H". Considere-se o espaco de Hilbert

'Hez{‘I/:G—wHK: ¥(kg) = U (¥(Q) & f ||\1/(g)||;K di([g]) < c0; Y keK, geG}
K.\G

— Oespaco H° é invariante para translacdes a direita:
(Rgh)(@) = ¥(g9 = (RPV)(KY) = ¥(kgg) = Ui(\P(gg)) «— Ry¥e H

— %I

K € constante em cada co-conjunto [g] = K g.

DEFINICAO [5.20]

A REPRESENTAGAO INDUZIDA G- U(H) de G por Uéa representacao unitaria

(U;(K)\I’) @) =¥dg; VY¥e H, geG

Vamos definir a representacdo induzida de G directamente no espaco de funcdes Lz(su, (HK) onde
S =~ k\G, da seguinte forma.

SejaT: G- U( H*) uma FUNCAO OPERATORIAL que verifique
K
- Tkg =U, Tg,
- (ngp,zp’> é mensuravel para a medida de Haar em G, para todos os pares ¢, ¢’ ¢ H"
(i.e. T é fracamente mensuravel).
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~ Z o] ~ K . T ,
T ndo é necessariamente uma representacéo, embora Tg = Uk seja uma possibilidade, onde g = kgsg ea

decomposicdo de Mackey associada a identificagédo S~ k\G.
Para cada fungéio ® « £? (S, H') existe um ¥ « H° determinado por
¥ = Tg(<I>(Sg))

onde s,egse relacionam pela pela decomposicdo de Mackey Unica g = kgsg. Reciprocamente, para cada
¥ <« H pode associar-se uma fungdo @  £2 (Sp, ‘HA) determinada emge G e
I =
O(s) = Tgs ¥(g,)
onde g, se obtém de s por g, = ks, ¥ k e K. Esta definicdo ndo depende da escolha de k porque, se
g =Ks= k’k‘lgs,

-1

1 K K -1
09 = Ty W) = (VerTy ) Ui, %@ = Ty W)
Definindo U : G - U(L? (Su, H) através de

U5 0@ =T,y o))

obtemos a

DEFINICAO [5.21]

A expresséo da REPRESENTAGAO INDUZIDA de G por U por operadores unitarios em
L2(Su, H') é dada por

(0 @) 9 = Ty T, g (@)

Existe sempre pelo menos uma medida QUASI-INVARIANTE em k\G (u e pg : 8 > u(Bg) equivalentes). No
caso de S ~ k\G apenas ter medida quasi-invariante, para preservar a unitaridade de U*" deve-se alterar a
definicdo anterior para

Uy ®)(Q) = /pg(d) ¥GY

/T . .
2 é a derivada de RADON-NIKODYM de g relativamente a .

onde p, = o

A representacéo induzida U™ e independente da medida quasi-invariante escolhida.

TEOREMA DE RECIPROCIDADE DE FROBENIUS

Dada uma representacdo UNITARIA IRREDUTIVEL U dum subgrupo fechado K do grupo
separavel COMPACTO G, a multiplicidade com que uma qualquer representacdo UNITARIA
IRREDUTIVEL U" de G aparece na decomposi¢cdo da REPRESENTAGCAO INDUZIDA U™ e
exactamente igual a multiplicidade com que U aparece na decomposicdo da restricdo

[0}

deU aKk.
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5.11 Sistemas de Imprimitividade

Dado um subgrupo fechado K dum grupo G localmente compacto e separavel, seja:

IV.21-i. S=«\G um Boreliano de G tal que, para TODO 0 g « G, existe uma decomposi¢cdo UNICA

de gna forma
g=ks; keK, seS
979 9 9

IV.21-ii. U : K -» H uma REPRESENTACAO UNITARIA de K em H".
v.21-ii. U :G> #H a representagdo de G INDUZIDA por K.

IV.21-iv. B c Sum sub-conjunto Boreliano de Se gB :S— Zz = {0, 1} a funcdo caracteristica do

conjunto 8.

DEFINICAO [5.22]

Seja P : Borel(S) - TI( H°) a MEDIDA ESPECTRAL definida por
Pe)(Q = {,()¥Q,  V¥eH
A Medida Espectral P € uma MEDIDA C/VALOR PROJECGAO que verifica
(P¥)(kg) = (U P¥)(Q), VkeK, ¥ et

. GK)
eassociaal  um SISTEMA DE IMPRIMITIVIDADE TRANSITIVO

GK) GK)
Ug” Py U = Py

NB: O termo TRANSITIVO indica que existem suficientes geradores em G para formar um
sistema conjugado de operadores de PosICAO Q, para os quais P forma a medida es-
pectral.

— Atoda a representacdo INDUZIDA € possivel associar um SISTEMA DE IMPRIMITIVIDADE,
e reciprocamente, uma representacdo unitéria que possua um Sistema de Imprimitivi-
dade Transitivo é unitdriamente equivalente a uma representacao Induzida.

__DEMONSTRACAO
P transforma-se da seguinte forma para a representagéo induzida U™
GK) GK) GK) GK)
Uy PgUg1¥)(@) = PgUgt¥)(@9) = £, (§9Ug1 )G9 = ,(§I¥T) = (Pgg1¥)(Y)
GK)

1 i GK) _ £
porque g« B < g, < Bg . Verificamos portanto que U; PgUs1 = Pgpi € um SISTEMA
DE IMPRIMITIVIDADE TRANSITIVO.H
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5.12 Produtos Semi-directos

DEFINICAO [5.23]

Um grupo separavel localmente compacto (s.l.c.) G diz-se 0 PRODUTO SEMI-DIRECTO
do subgrupo normal fechado N e o subgrupo fechado H (e escreve-se G = N x H) se

qualquer g ¢ G se decompuser de FORMA UNICA num produto g = nh,comne N, heH.

-SeG=NxH = NNH-={e};

— g¢ =nh'ly = nthnh™ Hh =n’h" = n” =n ADh(n') ;. h”" =hh.

Reciprocamente,

DEFINICAO [5.24]

Dados dois grupos s.l.c. NeH eumaaccdoheH - @, € Aut(N)de H em N, o PRODUTO
SEMI-DIRECTO G = N x H é um novo grupo formado pelos pares g= (n,h) e NxH com o
produto

9 = (he,(M),h)=¢" = n"=nem) ; h"=hh

- N={g= (n,e)}ne N € H ~{g= (g h)}hE H séo subgrupos fechados.

hnh-1 = (e, h)(n,e)(e,h™}) = (@, (n), hy(e, h1) = (@, (M), 8 = e, (N

— G = N x H é localmente compacto na topologia produto se a,(n for continuo nas duas
variaveis.

Como @, define uma accdo de H em N, entéo Qe =@ .

Seg=(nh = gl=(e, (hhD

__EXEMPLO

IV.24-i. N=(RY+), H =GLd,R), am=h-n.

O GRUPO DE TRANSFORMACOES AFINS de RY ~ N x (e} éG= RY % GL(d, R).

(99)(x,©) = g(g(x,©) = gn’ + h" -x,h) =
=(M+h-n+hh-x,hh")y=g’x,e) — n"=n+h-n" ; h”"=hh
IV.24 -ii. O GRUPO DE POINCARE (ou grupo de Lorentz inhomogéneo) € o produto semi-directo
das translacdes espaco-tempo (N = (R* +)) e das transformacdes de Lorentz (H =
SO(3, 1)).
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IV.24 -iii. O grupo S, das permutagdes de 3 objectos é o produto semidirecto dum grupo ciclico de
ordem 3 e dum grupo ciclico de ordem 2: S; ~ Z; < Z,.

Se G = N x H, qualquer representagdo unitaria U de G fica determinada pelas suas restricdes U el
porque

N H
(n,h) - U(n,e)(e,h) = Un l"h

Estas representacdes verificam

N H H, N H N
(5-4) U(n,h)(n',h’) = Unah(n')Uhh' = l"h l"nl"h-1 = Uah(n)

Esta condi¢édo (5-4) torna-se num SISTEMA DE IMPRIMITIVIDADE se supusermos que N é ABELIANO e
fazendo uma decomposicdo espectral para substituir u" pela sua MEDIDA ESPECTRAL. Aqui N é o H-
espaco Boreliano para a acgdo h : ¥ - X, = aﬁfl (x) de H em N, definida pelo automorfismo dual de

@,
ar’:: N > N
X P oar(X)=x-a,

Pelo Teorema Espectral, cada representacdo unitaria de N esta associada a uma Unica MEDIDA C/VALOR

U = fe Ax)dP,

U" verifica (5-2) se e so6 se a respectiva medida c/valor projeccgéo verifica

PROJECGAO P, em N, tal que

(5-5) U PsU , =Pg

porque
H, N H N H H
VAT fN ApdU P U ) =
(5-6)

Uar{n) = fN a(m)dP, = fN AOOAP,: )
Como os caracteres separam os pontos de N, (5-6) implica (5-5)para qualquer Boreliano & < N.

DETERMINAR UMA REPRESENTAGCAO UNITARIA DE G E EQUIVALENTE A ENCONTRAR UMA REPRESEN-
. . H H . ~
TAGAO UNITARIAU DEH E UM SISTEMA DE IMPRIMITIVIDADE P PARAU E A ACCAO DE H NO DUAL N.

TEOREMA

Seja T o sub-conjunto de N que intersecta cada H-6rbita em N num ponto Gnico. Para
cada x < T, designemos por H, = {h eH: a;(X) =X} 0 seu grupo de estacionaridade.
Se U™ for uma representac&o primaria de H , entdo xU " : (nh) - ,\/(n)U:* é uma
representacao do subgrupoN x H de G. '

Hy

5 5 GINGH,) o -
Entdo, a REPRESENTAGAO INDUZIDA U € uma representagao de G primaria e de

. . 7 - H
tipo transitivo, e é IRREDUTIVEL se U " o for.
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— Uma representacdo é de tipo transitivo se a classe de medida invariante e ergddica
associada & Medida Espectral P (do sistema de imprimitividade para U ea accdo de H
em N) é transitiva, ou tem medida positiva em qualquer 6rbita O de H em N.

— Cada 6rbita € um H-espago homogéneo e isomorfo ao quociente OX = KX\H de H pelo
subgrupo de estacionaridade KX =theH: xh=at(x)=x}dex < N.

— Nocaso G =N xH com N ABELIANO, todas as representacdes unitarias IRREDUTIVEIS
de G sdo INDUZIDAS por um subgrupo néo trivial de G, e séo todas determinadas por:

(a) pardmetros que caracterizam uma Orbita O de H no dual N;

(b) e parédmetros adicionais que caracterizam a representacdo do subgrupo de
estabilidade da 6rbita O.

__EXEMPLO

(5-7) O grupo Euclideano e o grupo de Poincaré. No caso do grupo de POINCARE:

(a) o pardmetro que caracteriza a Orbita é a MASSA;

(b) o parametro que caracteriza a representacdo do subgrupo de estabilidade
da 6rbita é o SPIN.

(5-8) N={neR*=C; n={x, y} & nn =n+n} — grupo de translagées do plano.

H={heSO2,R)~S'; h=e" & hi =el®®}_grupo de rotacdes em torno da origem.

. 1 . . .
Aqui J = . H age em N através de nh = n- e = {xcos @ — ysin@, xsind + ycoso}

Para cada z < R? existe um caracter de N

Xz(n):ezzz-n:ezz(ax+by)

e todos os caracteres de N sdo desta forma (porque N é abeliano), donde o seu dual €

Podemos definir uma acgdo de H em N como uma rotagéo de z
(@ X)) =X, (n-h™Y) = xz,(n)

pelo que X, € Xz’ estdo na mesma Orbita se e s6 se |z| = [z. O conjunto Boreliano
que parametriza as Orbitas € aqui T = {z0 ={r,0},r = 0} ~ Re, paracadar > 0, os

subgrupos de estabilidade de cada 6rbita séo todos sz = {e}. Entdo N x HX ~Ne
0 r

1

H NxH
X, . . P N . -
U " é a representacéo trivial, pelo que U "=U = X, Assim, as representagoes

induzidas de G por cada 6rbita O sao as representacdes |ndu2|das pelos caracteres de
N e como tal sdo irredutiveis e todas inequivalentes. O espaco suporte de cada uma
destas representacées é £? (H = N\G, , ) de dimensao infinita.
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5.13 Accdo Co-Adjunta e Orbitas em g*

Para determinar as 6rbitas da accédo co-adjunta dum grupo G na sua algebra de Lie G™*, definida por
(Ady @)(X) = a(Ad X); VacG* XeG, geG

podemos usar o facto de que, para grupos matriciais, a ac¢ao adjunta Ad em G, sendo a tangente a ac¢ao

adjunta de G em si préprio
Ay: G—G
g — A(D=908g"
€ simplesmente ainda
TA;=Ad;: 6> G .
X Ad X = gXg
Para um grupo SEMI-SIMPLES, 0 TENSOR DE KILLING-CARTAN

k

g=cy"cy; e oe!

é ndo-degenerado, por isso existe para estes grupos um isomorfismo entre G e G * naturalmente dado por
ay=tyg = aoyX)= cikmcmjkYi pe

Contudo, para grupos de Lie em geral, embora a cada Y G possamos associar naturalmente uma forma
linear @y « G*
g(¥,X) = ay(X) = TR(ady -ady) onde ady =c,"Y'e oe*

conversamente, a menos que o tensor de Killing-Cartan seja ndo-degenerado, nem sempre existe Y « G tal
que, dado @ < G*,

M Ky
@=1tyg =Cy Cyj Y €

Contudo, no caso de GRUPOS MATRICIAIS, é sempre possivel que toda a forma linear a « G* seja associada
a um vector de G (embora ndo necessariamente bijectivamente), i.e. para qualquer forma linearem @ < G *,

JAcG:  aX) = TR(AX) YXeG
De facto, se A; = (A)),] e;eekforumabasede Ge A" = (A")'e; »€® a sua base dual, entdo
(A AG) = ADYADTSREE = (ADSA DR = TR(ATA) = 6,
e porisso, se X = X'A cGea=q, A" cG*, teremos
aX) = a, (ADEX (ADPES 6K = o, (ADLX(A)F = (AL X)F = TRIAX]
onde usamos A = ¢, (A")'e, ® ¢ como o vector pretendido.

Para determinar a ORBITA (que passa por ¢ < G* basta-nos obter os elementos de G que deixam «
invariante na acc¢ao co-adjunta. Estes elementos do grupo ESTABILIZADOR de « Verificam

(5-9) acK, = Adja=ea¢ = alAa=A

a

Poderemos portanto identificar a orbita passando por @ com O, = G/K,,.
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—EXEMPLO: G = SO4(R)

A algebra de Lie de SO, (R) &

G =s0,(R) = {Ac M, : A" = -A, Tr(A) =0}

Em trés dimens6es, é facil ver o que sdo as 6rbitas. De facto, A = —A" significa que se pode escrever
0 wy-w,
A=|-w; 0 w|=wx.
w, -w; 0

i.e. o produto vectorial comw. Se ae K, c G = SO4(R), a condi¢éo (5-9) pode escrever-se como a condigéo
que, para qualquer x € R®,
(a'Aa)-x=a'(wx(@x)=wxx=A-x

Mas como é sabido, para transformag@es ortogonais (aw) x (ax) = a(w x X) pelo que se deve teraw = w, i.e.
ae K, deve ser uma rotagdo em torno da direcgéo w. Assim, SO;(R)/K, € 0 espago gerado por rotagdes em
torno de apenas dois eixos ortogonais a w. Como se pode ver, o efeito destas rotacées em A € equivalente
a

(@ AQX =g W x (gX) = (@'W)xX ¥ xeR®, ge SO,®RV/K,

pelo que estas rotagfes fazem w descrever uma superficie esférica de raio

0,=%= {w e R®:wli? = —%TR(AZ) = rz}
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